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fd f r e q ü ê n c i a  de d e f e i t o  d a s  e s f e r a s  (Hz)
fE  f r e q ü ê n c i a  de p a s s a g e m  da p i s t a  e x t e r n a  (Hz)
fl f r e q ü ê n c i a  de p a s s a g e m  da p i s t a  interna (Hz)'
f p a s  f r e q ü ê n c i a  de p a s s a g e m  da s  pás (Hz)
Af r e s o l u ç ã o  em f r e q ü ê n c i a  (Hz)
Fma>; f r e q ü ê n c i a  m á x i m a  de a n á l i s e  (Hz)
f(t) f o r ç a  de e x c i t a ç ã o  em f u n ç ã o  do t e m p o
g a c e l e r a ç ã o  da g r a v i d a d e
G x x ( f )  d e n s i d a d e  e s p e c t r a l  de p o t ê n c i a  (média) da e x c i t a ç ã o  x(t) 
Gx y ( f )  d e n s i d a d e  e s p e c t r a l  de p o t ê n c i a  c r u z a d a  (média) da e x c i t a ç ã o  
x(t) e r e s p o s t a  y(t)
H(f) F u n ç ã o  de T r a n s f e r ê n c i a  no d o m í n i o  da f r e q ü ê n c i a
H(s) F u n ç ã o  de T r a n s f e r ê n c i a ,  d o m í n i o  da va ri á v e l  c o m p l e x a  S
H( jw) F u n ç ã o  R e s p o s t a  em F r e q ü ê n c i a
h(t) p r o p r i e d a d e s  d i n â m i c a s  da e s t r u t u r a
h , H  a l t u r a  (m) ou (mm)
I m o m e n t o  de inércia da s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  (m^)
- v  i i i -
m o m e n t o  de inércia d i a m e t r a l  ou t r a n s v e r s a l  (Kg.m^) 
m o m e n t o  de inércia p ol ar  ( Kg. m17")
m o m e n t o  de inércia d i a m e t r a l  em r e l a ç ã o  ao ei x o x 
r i g i d e z  ( N / m )
e l e m e n t o s  da m a t r i z  de r i g i d e z
c o m p r i m e n t o  <m) ou (mm)
m a s s a  do d i s c o  (Kg)
par ou c o n j u g a d o  a t u a n t e
m a s s a  (Kg)
m a s s a  no p o n t o  i
M o m e n t o  de f l e x ã o  no p o n t o  i, lado e s q u e r d o  
M o m e n t o  d e f l e x ã o  no p o n t o  i, lado d i r e i t o  
m o m e n t o  a n g u l a r  r e s u l t a n t e  (Kg.m^/s) 
e l e m e n t o s  da m a t r i z  de m a s s a  ou de inércia 
n ú m e r o  de g r a u s  de l i b e r d a d e
n2 de a m o s t r a s  ou n ú m e r o  de p o n t o s  u s a d o s  na c o n v e r s ã o
A n a l ó g  i c a / D  i g i t al
n9 de m é d i a s
p e s o  (N)
pol os
r a i o  do p a s s o  c i r c u l a r  (mm) 
r a i o  da e s f e r a  ou r o l o  (mm)
R„r r a i o  g e n é r i c o
S v a r i á v e l  de L a p l a c e
t t e m p o  (s)
T(e> T r a n s m i s s i b i 1 idade
T T e m p o  de a q u i s i ç ã o  da a m o s t r a  (s)
At i n t e r v a l o  de a m o s t r a g e m  (s)
H Í J:> d e s l o c a m e n t o  g e n e r a l i z a d o
>j(xrt) d e s l o c a m e n t o  g e n e r a l i z a d o  co mo  f u n ç ã o  d e p e n d e n t e  do te mpo
Mjj c o e f i c i e n t e s  da m a t r i z  C U 3
V e s f o r ç o  c o r t a n t e  (N), v e l o c i d a d e  <m/s) ou (mm/s)
Vç.f v e l o c i d a d e  e f i c a z  (mm/s)
Vp-jco v e l o c i d a d e  p i c o  (mm/s)
V j k f o r ç a  c i s a l h a n t e  no p o n t o  J_r lado e s q u e r d o
V j ^  f o r ç a  c i s a l h a n t e  no p o n t o  i, lado d i r e i t o  
x , y , z  d i r e ç õ e s  de d e s l o c a m e n t o
x(t) sinal da e x c i t a ç ã o  do s i s t e m a
y(t) sinal da r e s p o s t a  do s i s t e m a
c*j j c o e f i c i e n t e s  da m a t r i z  de f l e x i b i l i d a d e
« a c o  c o e f i c i e n t e  de d i l a t a ç ã o  linear do aço  (/°C)
c*y j c o e f i c i e n t e  de d i l a t a ç ã o  linear do t i t â n i o  (/°C)
Í3 d e s l o c a m e n t o  a n g u l a r  do p ê n d u l o
5jj d e l t a  de K r o n e c k e r
5 d e f l e x ã o  <mm)
à d e t e r m i n a n t e
£ r e l a ç ã o  e n t r e  f r e q u ê n c i a  de e x c i t a ç ã o  e f r e q ü ê n c i a  natural
ê; c o e f i c i e n t e  de a m o r t e c i m e n t o  v i s c o s o
ip â n g u l o  de c o n t a t o  da s e s f e r a s  no ro l a m e n t o ,  â n g u l o  do eixo
r o t a ç ã o  c o m  a li nha  de c e n t r o  do ei x o em r e p o u s o  <°)
4>(x) f u n ç ã o  g e n é r i c a  que d e s c r e v e  um m o v i m e n t o  
j k' i n c l i n a ç ã o  do p o n t o  i, lado e s q u e r d o  
4> j ^  i n c l i n a ç ã o  do p o n t o  i, lado  d i r e i t o  
y (f )
ou  c o e f i c i e n t e  de c o e r ê n c i a
P —  m a s s a  e s p e c í f i c a  (Kg/m'-'*) 
t  p e r í o d o  do p ê n d u l o  t r i f i l a r  (s)
crk c o e f i c i e n t e  de a m o r t e c i m e n t o
0 â n g u l o  de t o r ç ã o  ou d e s l o c a m e n t o  a n g u l a r  (rad,°)
w  f r e q ü ê n c i a  natu ral  a n g u l a r  <rad/s)
f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o  do s i s t e m a  (Hz)
Q f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o  de p r e c e s s ã o  do ei x o (Hz)
LISTA DEI a b r e v i a t u r a s
API A m e r i c a n  P e t r o l e u m  I n s t i t u t e
BK Brüel & Kj aer
C A  c o r r e n t e  a l t e r n a d a
CG c e n t r o  de g r a v i d a d e
CSN  C o m p a n h i a  S i d e r ú r g i c a  N ac io n a l
C U  C a v a l o  va por
dB dec i bei
cIBA d e c i b é i s ,  c u r v a  p o n d e r a d a  A
FFrT Fast F o u r i e r  T r a n s f o r m  _ ___ _____ _ ____
FM F r e q ü ê n c i a  M o d u l a d a
FN F r e q ü ê n c i a  Natur al
FRF F u n ç ã o  R e s p o s t a  em F r e q ü ê n c i a
GL G r a u s  de L i b e r d a d e
HP H e wl et t P a c k ar d,  H o r s e  Po wer
Hz H e r t z
I no p a r t e  im a g i n á r i a  de um n ú m e r o  c o m p l e x o
ISO I n t e r n a t i o n a l  O r g a n i z a t i o n  for S t a n d a r d i z a t i o n
LU A L a b o r a t ó r i o  de U i b r a ç õ e s  e A c ú s t i c a
MRF M a t r i z  R e s p o s t a  em F r e q ü ê n c i a
MS M a r g e m  de S e p a r a ç ã o
N C rit r o t a ç ã o  c r í t i c a
N P S  Ní vel de P r e s s ã o  S o n o r a
Re p a r t e  real de um n ú m e r o  c o m p l e x o
r p m  r o t a ç õ e s  por m i n u t o
R M S  Root M ea n S q u a r e
TF T r a n s f o r m a d a  de F o u r i e r
TL T r a n s f o r m a d a  de L a p l a c e
IJFSC U n i v e r s i d a d e  F e de r al  de S a n t a  C a t a r i n a
VDI V e r e i n  D e u t s c h  I n g e n i e u r e
... j.j j j j _
RESUMO
An a l i s a m - s e  os p r o b l e m a s  de v i b r a ç õ e s  de um e x a u s t o r  de gás  
c l o r í d r i c o  da C o m p a n h i a  S i d e r ú r g i c a  Na ci on al , t e n d o  em v i s t a  a determ_i_ 
n a ç ã o  d a s  c a u s a s  e sua  s o l u ç ã o .  C i n c o  m é t o d o s  de c á l c u l o  das f r e q ü ê n ­
c i a s  n a t u r a i s  s ão  u t i l i z a d o s  e c o m p a r a d o s ,  a s a b e r ‘
■■ M é t o d o  de D u n k e r l e y
- M é t o d o  de R a y l e i g h
- M é t o d o  do D e t e r m i n a n t e  C a r a c t e r í s t i c o
- M é t o d o  de I t e r a ç ã o  M a t r i c i a l
- M é t o d o  de M a t r i z e s  de T r a n s f e r ê n c i a
C o n s i d e r a m - s e  v á r i o s  e f e i t o s  que  p o d e r ã o  a l te ra r as f r e q ü ê n c i a s  n a t u ­
r a i s  t a i s  como! r e d u ç ã o  dò d i â m e t r o  das m a n g a s  do eixo, e f e i t o s  g i r o s -  
c ó p i c o s ,  f l e x i b i l i d a d e  do s d i s c o s  e d o s  ma nc ai s,  n ú m e r o  de g r a u s  de 
l i b e r d a d e ,  e x c e n t r i c i d a d e  d o s  d i s c o s  e e f e i t o  da inércia r o t a t ó r i a .  E- 
f e t u a ~ s e  a n á l i s e  de s i n a i s  das  v i b r a ç õ e s  do si s te m a,  m e d i a n t e  u t i l i z a ­
çã o  de g r a v a ç ã o  em FM e p r o c e s s a m e n t o  d e s s e s  s i n a i s  em um A n a l i s a d o r  
de  v i b r a ç õ e s  ÍF ou rie r A n a l y s e r )  FFT-545Í--C, He wl et t P a c k ar d.  As p r o ­
p r i e d a d e s  d i n â m i c a s  do rotor sã o o b t i d a s  a t r a v é s  da A n á l i s e  Modal, o n ­
de sã o d e t e r m i n a d a s  as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s ,  m o d o s  de v i b r a ç ã o  e f a t o ­
re s de a m o r t e c i m e n t o .  São  d i s c u t i d o s  os r e s u l t a d o s  n u m é r i c o s  e e x p e r i ­
m e n t a i s .  S o l u ç õ e s ,  c o n s i s t i n d o  em m o d i f i c a ç õ e s  do e x a u s t o r ,  são  s u g e -  
r i d a s »
••■ x i v -
ABSTRACT
Vi b r a t i o n s  p r o b l e m s  of a C h l o r i d i c  Gas E x a u s t i n g  Fan of C o m p a n h i a  S i 
d e r u r g i c a  N a c i o n a l  ar e a n a l i s e d  in order to identify th e ca u s e s  and 
p r e s e n t  a s o l u t i o n .  F i v e  m e t h o d s  of d e t e r m i n a t i o n  of the nat ur al  
f r e q u e n c i e s  are  use d and c o m p a r e d e d  n a m e l y “
~ D u n k e r l e y  M e t h o d  
~ R a y u l e i g h  M e t h o d
- C a r a c t e r  i st. i c D e t e r m i n a n t  M e t h o d  
-• M a t r i c i a l  I t e r a t i o n  M et h o d  
T r a n s f e r  M a t r i x  Meth od.
S e v e r a l  e f f e c t s  a r e  t ak en  into ac c ou nt , wich may c h a n g e  the natural 
f r e q u e n c i e s ,  n am el ys  r e d u c t i o n  of shaft d i a m e t e r  near  b e a r i n g s  , 
g iroscop ic e f f e c t s ,  b e a r i n g s  and disk f l e x i b i l i t y ,  n um b e r  of d e g r e e s  
of f r e e d o m ,  d i s k s  e x c e n t r i c i t y  and effect of r o t a t o r y  inertia. 
V i b r a t i o n  si gna l a n a l y s i s  of s y s t e m  are e f f e c t e d  by us ing  FM tape  re-I
c o r d e r  and p r o c e s s i n g  t h e s e  s i g n a l s  in a F o ur i er  A n a l y s e r  
F' F T- 54 5i -C , H e w l e t t  P a c k a r d .  The  d y n a m i c s  p r o p e r t i e s  of rotor are got 
t h r o u g h  Modal A n a l y s i s ,  w h e r e  the  natur al  f r e q u e n c i e s  , v i b r a t i o n s  
m o d e s  and d a m p i n g  f a c t o r s  are  o b t a i n e d .  N um er i c a l  and e x p e r i m e n t a l  
r e s u l t s  are d i s c u s s e d .  S o l u t i o n s  , c o n s i s t i n g  of s y s t e m  m o d i f i c a t i o n s  
a r e  s u g g e s t e d .
CAPITULO 1
I N T R O D U Ç A O  
i . í  BREVE HISTÓRICO DAS VIBRAÇÕES EM MAQUINAS ROTATIVAS
T e n d o  em v i s t a  a c r e s c e n t e  i m p l ic aç ão  e i m p o r t â n c i a  do f e n ô ­
m e n o  da s  v i b r a ç õ e s  em e q u i p a m e n t o s  r o t a t i v o s  (turbo m á q u i n a s ,  e x a u s t o ­
res, b o m b a s ,  c o m p r e s s o r e s , t u r b i n a s  de a er o n a v e s ,  etc) e em e s t r u t u ­
r a s  < p r é d i o s ,  c a s c o s  de na v i o s ,  aviões, f og ue te s,  s a t é l i t e s ,  etc), 
um n ú m e r o  c a d a  ve z m aio r de t r a b a l h o s  de p e s q u i s a  é d e s e n v o l v i d o  e p u ­
b l i c a d o  prat i ca m en t e eni t o d o s  os q u a d r a n t e s  do mundo. O b j e t i v a n d o  s i ­
tuar no t e m p o  a e v o l u ç ã o  da t e o r i a  das v i b r a ç õ e s ,  sob um a f orm a s u c i n ­
ta, é dado, a s e gu ir , uma b r e v e  h i s t ó r i a  do as su n to , a n t e s  de a b o r ­
d a r - s e  o e s t u d o  p r o p r i a m e n t e  dito.. Tal r e s u m o  é b a s e a d o  em d a d o s  c o ­
l e t a d o s  por S . S . R a o  L 1 II e A .D . D i m a r o g o n a s  C2I1.
As p e s s o a s  i n t e r e s s a r a m - s e  em v i b r a ç õ e s  q u a n d o  os p r i m e i r o s  
i n s t r u m e n t o s  m u s i c a i s ,  p r o v a v e l m e n t e  a p i t o s  ou t am b o r e s ,  f o r a m  d e s c o ­
b e r t o s »  D e s d e  então, a p l i c a r a m  a i n t e l i g ê n c i a  e i n v e s t i g a ç ã o  c r í t i c a  
p a r a  e s t u d a r  o f e n ô m e n o  da v i b r a ç ã o »
G a l i l e u  ( Í 5 6 4 - ÍÓ 4 2)  d e s c o b r i u  a r e l a ç ã o  e n t r e  o c o m p r i m e n t o  
do p ê n d u l o  e su a  f r e q ü ê n c i a  e o b s e r v o u  a r e s s o n â n c i a  de d o i s  c o r p o s  
q u e  f o r a m  c o n e c t a d o s  por a l g u m  m e i o  de t r a n s f e r ê n c i a  de e n e r g i a  e s i n ­
t o n i z a d o s  na m e s m a  f r e q ü ê n c i a  n a t u ra l » P o s t e r i o r m e n t e , el e o b s e r v o u  as 
interrei a ç õ e s  da d e n s i d a d e ,  t en sã o,  c o m p r i m e n t o  e v i b r a ç ã o  de uma c o r ­
da v i b r a n t e .  E m b o r a  f o s s e  c o n h e c i d o  a longo t e m p o  que o som e s t a v a  
r e l a c i o n a d o  à v i b r a ç ã o  de um s i s t e m a  m e c â n i c o ,  não era m u i t o  c l a r o  que 
o t o m  é d e t e r m i n a d o  p e l a  f r e q ü ê n c i a  de v i b r a ç ã o  até G a l i l e u  d e s c o b r i r  
e s t e  fato. P r a t i c a m e n t e ,  ao m e s m o  t e m p o  que G a l il eu , H o o k e  m o s t r o u  a 
r e l a ç ã o  e n t r e  f r e q ü ê n c i a  e tom.
D e n t r e  os m a t e m á t i c o s ,  Tayl or,  B e r n o u l l i ,  d r Al.em.ber.t_, Eu le r, ----
L a g r a n g e  e F o u r i e r  d e r a m  v a l i o s a s  c o n t r i b u i ç õ e s  ao d e s e n v o l v i m e n t o  da 
t e o r i a  de v i b r a ç õ e s .
Wall is e S a u v e u r  o b s e r v a r a m  , i n d e p e n d e m e n t e , o f e n ô m e n o  dos 
m o d o s  de v i b r a ç ã o  (com p o n t o s  e s t a c i o n á r i o s  d e n o m i n a d o s  nós) em c o r d a s  
v i b r a n t e s .  E l e s  t a m b é m  e s t a b e l e c e r a m  que  a f r e q ü ê n c i a  do s e g u n d o  mo do  
e r a  de d u a s  v e z e s  a do p r i m e i r o  e, a do t e r c e i r o  modo, tres.
/E c r e d i t a d o  a S a u v e u r  ser o p i o n e i r o  do us o do t e rm o f u n d a ­
men t al  p a r a  a f r e q ü ê n c i a  m a i s  b a i x a  e ha r m o n  i cos pa ra  os demais. B e r ­
noulli foi o p r i m e i r o  a p r o p o r  o p r i n c í p i o  da s u p e r p o s i ç ã o  linear dos
h a r m ô n i c o s s  " Q u a l q u e r  c o n f i g u r a ç ã o  geral de v i b r a ç õ e s  liv res  é c o m ­
p o s t a  de c o n f i g u r a ç õ e s  de h a r m ô n i c o s  individuais, a t u a n d o  i n d e p e n d e n ­
t e m e n t e  em d i f e r e n t e s  i n t e n s i d a d e s " „
A p ó s  a e n u n c i a ç ã o  da Lei da E l a s t i c i d a d e  de H o o k e  em Í676 , 
E u l e r  <1744) e B er n o u l l i  <í75í) d e r i v a r a m  a e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  que 
g o v e r n a  a v i b r a ç ã o  lateral de b a r r a s  p r i s m á t i c a s  e i n v e s t i g a r a m  sua 
s o l u ç ã o  p a r a  o c a s o  de p e q u e n a s  d e f l e x õ e s .  Em 1784, C o u l o m b  r e a l i z o u  
e s t u d o s  t e ó r i c o s  e e x p e r i m e n t a i s  s o b r e  o s c i l a ç õ e s  t o r s i o n a i s  de um c i ­
l i n d r o  m e t á l i c o  s u s p e n s o  por um fio.
Há u m a h i s t ó r i a  i n t e r e s s a n t e  r e l a c i o n a d a  c:om o d e s e n v o l v i m e n ­
to da t e o r i a  da v i b r a ç ã o  de p la ca s . Em 1802, Chladni d e s e n v o l v e u  o m é ­
t o d o  de c o l o c a r  a r e i a  em um a p l a c a  v i b r a n t e  pa ra  e n c o n t r a r  s eu s m o d o s  
de v i b r a ç ã o  e o b s e r v o u  a b e l e z a  e c o m p l i c a ç ã o  dos m o d e l o s  m o d a i s  das 
p l a c a s  v i b r a n t e s .  Em 1809, a A c a d e m i a  F r a n c e s a  c o n v i d o u  Chladni par a 
fa ze r uma  d e m o n s t r a ç ã o  de s e u s  e x p e r i m e n t o s .  N a p o l e ã o  B o n a p a r t e ,  a- 
t e n d e n d o  ao c o n v i t e ,  f i c o u  m u i t o  i m p r e s s i o n a d o  e p r e s e n t e o u  a A c a d e m i a  
co m  3 . 0 0 0  f r a n c o s  a s e r e m  o f e r e c i d o s  à p r i m e i r a  p e s s o a  a dar uma t e o ­
ri a m a t e m á t i c a  s a t i s f a t ó r i a  s o b r e  v i b r a ç õ e s  em p la cas . Q u a s e  ao fina), 
do p r a z o  e s t a b e l e c i d o  pa ra  a c o m p e t i ç ã o ,  em o u t u b r o  de 1811, a p e n a s  u- 
ma c a n d i d a t a ,  S o p h i e  G e r m a i n ,  h a v i a  se inscrito- Mas  L a g r a n g e ,  que  e- 
ra um d os  ju i z e s ,  n o t i f i c o u  um e r r o  na d e d u ç ã o  da e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l
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d o m o v i m e n t o .  A A c a d e m i a  in ic i ou  no v a c o m p e t i ç ã o ,  co m  d a t a  de e n c e r r a ­
m e n t o  p r e v i s t a  p a r a  o u t u b r o  de Í8Í3. S o p h i e  G e r m a i n  i n s c r e v e u - s e  n o ­
v a m e n t e ,  a p r e s e n t a n d o  a f o r m a  c o r r e t a  da e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l .  Co nt udo , 
a A c a d e m i a  nã o  lhe c o n c e d e u  o prêm io,  po i s os j u i z e s  d e s e j a v a m  j u s t i ­
f i c a t i v a s  f í s i c a s  de s u a s  s u p o s i ç õ e s  f e i t a s  p a r a  a d e r i v a ç ã o .  A c o m p e ­
t i ç ã o  e s t a v a  a b e r t a  m a i s  uma vez. Na sua t e r c e i r a  t e n t at iv a,  S o p h i e  
G e r m a i n  g a n h o u  f i n a l m e n t e  o p r ê m i o  em í8íó, e m b o r a  os j u i z e s  não e s ­
t i v e s s e m  c o m p l e t a m e n t e  s a t i s f e i t o s  com sua te or ia . De fato, d e s c o b r i u -  
-se p o s t e r  i o r m en tc  q u e  sua e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  e s t a v a  c or re t a ,  mas  que 
as c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  e s t a v a m  er ra d as . As c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  
c o r r e t a s  pa ra  v i b r a ç õ e s  de p l a c a s  f or am  d a da s por K ir c h o f f ,  em Í850.
A p ó s  e s t e  fato, os e s t u d o s  de v i b r a ç ã o  f o r a m  f e i t o s  em in úme ­
r o s  s i s t e m a s  m e c â n i c o s  e s t r u t u r a i s .
Em  Í877r Lord R a y l e i g h  p u b l i c o u  seu li vr o s o b r e  a t e o r i a  do 
som; é c o n s i d e r a d o  um c l á s s i c o  no a s s u n t o  de v i b r a ç õ e s  at é  os d i a s  de 
ho je. N o t á v e l  e n t r e  as m u i t a s  c o n t r i b u i ç õ e s  de R a y l e i g h  é o m é t o d o  de 
e n c o n t r a r  a f r e q ü ê n c i a  f u n d a m e n t a l  do? v i b r a ç ã o  do? um s i s t e m a  c o n s e r v a -  
t i v o  f a z e n d o  uso  do p r i n c í p i o  da c o n s e r v a ç ã o  da e n e r g i a  - ag ora  c o n h e ­
c i d o  c o m o  m é t o d o  de R a y l e i g h .
Em 1902, F r a h m  i n v e s t i g o u  a i m po rt ân ci a do e s t u d o  da v i b r a ç ã o  
t o r s i o n a l  no p r o j e t o  de e i x o s  p r o p u l s o r e s  de n a v i o s  a vap or . 0 a b s o r -
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v e d o r  d i n â m i c o  de v i b r a ç õ e s ,  o qual e n v o l v e  a a d i ç ã o  de um s i s t e m a  s e ­
c u n d á r i o  de m a s s a - m o l a  p a r a  e l i m i n a r  as v i b r a ç õ e s  de um s i s t e m a  p r i n ­
ci p a l ,  -foi t a m b é m  p r o p o s t o  por Frr a h m  em Í909.
D e n t r e  os m o d e r n o s  c o n t r i b u i d o r e s  da t e o r i a  das  v ib r a ç õ e s ,  os 
n o m e s  de S t o d o l a ,  T i m o s h e s n k o  e M i n d l i n  são n o t á v e i s .  0 M é t o d o  de 
S t o d o l a  p a r a  a n á l i s e  de v i g a s  v i b r a n t e s  é t a m b é m  ap li c á v e l  às pás de 
t u r b i n a s .  Os t r a b a l h o s  de T i m o s h e n k o  e Mi n d l i n  r e s u l t a r a m  num a p e r f e i ­
ç o a m e n t o  d a s  t e o r i a s  de v i b r a ç õ e s  de v i g a s  e placas»
E c o n h e c i d o  a m u i t o  t e m p o  que m u i t o s  problemas- b á s i c o s  da m e ­
c â n i c a ,  i n c l u i n d o  a q u e l e s  r e l a c i o n a d o s  às v i b r a ç õ e s »  não  são lineares., 
E m b o r a  os t r a t a m e n t o s  l i n e a r e s  c o m u m e n t e  a d o t a d o s  são b a s t a n t e  s a t i s ­
f a t ó r i o s  p a r a  a m a i o r i a  da s a p l i c a ç õ e s ,  eles  não  são a d e q u a d o s  pa ra  
t o d o s  os casos,. Em s i s t e m a s  n ã o  lin eares, s e m p r e  o c o r r e m  f e n ó m e n o s  que 
são  t e o r i c a m e n t e  i m p o s s í v e i s  em s i s t e m a s  li nea res » A t e o r i a  m a t e m á t i ­
ca de v i b r a ç õ e s  não  l i n e a r e s  c o m e ç o u  a ser d e s e n v o l v i d a  em t r a b a l h o s  
de P o i n c a r é  e L y a p u n o v ,  no final do ú l t i m o  s éc ulo . A p ó s  Í920, e s t u d o s  
r e a l i z a d o s  por D u f f i n g  e Van der Pol e n c o n t r a r a m  as p r i m e i r a s  s o l u ç õ e s  
p r e c i s a s  s o b r e  a t e o r i a  de v i b r a ç õ e s  não l i n e a r e s  e c h a m a r a m  a a t e n ç ã o  
p a r a  sua a p l i c a ç ã o  em e n g e n h a r i a .  No s ú l t i m o s  20 anos, a u t o r e s  c o m o  
M i n o r s k o y  e S t o k e r  e m p e n h a r a m - s e  em c o le ta r os p r i n c i p a i s  r e s u l t a d o s  
c o n c e r n e n t e s  às v i b r a ç õ e s  não l i n e a r e s  em f or ma  de m o n o g r a f i a s .
C a r a c t e r í s t i c a s  a l e a t ó r i a s  e s t ã o  p r e s e n t e s  em d i v e r s o s  f e n ô ­
m e n o s  t a i s  c o m o  t e r r e m o t o s ,  ve nt os , t r a n s p o r t e  de m e r c a d o r i a s  s o b re  
v e í c u l o s  c o m  r od a s ,  e r u í d o s  de f o g u e t e s  e jatos. T o r n o u - s e  n e c e s s á r i a  
a f o r m u l a ç ã o  de c o n c e i t o s  e m é t o d o s  de a n á l i s e  de v i b r a ç ã o  p ar a e s t e s  
e f e i t o s  a l e a t ó r i o s .  E m b o r a  E i n s t e i n  em 1905 t e n h a  c o n s i d e r a d o  o m o v i ­
m e n t o  B r o w n i a n o ,  um t i p o  p a r t i c u l a r  de v i b r a ç ã o  a l e a t ó r i a ,  n e n h u m a  
a p l i c a ç ã o  foi i n v e s t i g a d a  até  1930. A i n t r od uç ão  da f u n ç ã o  de c o r r e l a ­
ç ã o  por T a y l o r  em 1920 e densidade? e sp ec t r a l  por Wi en er  e Khi nc h in , no 
início da d é c a d a  de 30, a b r i u  n o v a s  p e r s p e c t i v a s  p a r a  o p r o g r e s s o  da 
t e o r i a  de v i b r a ç õ e s  a l e a t ó r i a s .
T r a b a l h o s  de Lin e Rice, p u b l i c a d o s  e n t r e—1943 e 1-945-,—abr i - 
r a m  c a m i n h o  p a r a  as a p l i c a ç õ e s  de v i b r a ç õ e s  a l e a t ó r i a s  em p r o b l e m a s  
p r á t i c o s  de e n g e n h a r i a .  As m o n o g r a f i a s  de C ra nd a l l ,  Mark e Robs on,  
s i s t e m a t i z a r a m  o c o n h e c i m e n t o  e x i s t e n t e  da t e o r i a  de v i b r a ç õ e s  a l e a ­
t ór i a s .
Em t o r n o  de 30 a n o s  atrás, e s t u d o s  de v i b r a ç õ e s ,  m e sm o a q u e ­
les l i d a n d o  co m  c o m p l e x o s  s i s t e m a s  de e n g e n h a r i a ,  e r am  r e a l i z a d o s  u t i -
l i z a n d o - s e  m o d e l o s  g r o s s e i r o s ,  com  a p e n a s  p o u c o s  g r a u s  de l ib er dad e.  
C o n t u d o ,  o a d v e n t o  de c o m p u t a d o r e s  d i g i t a i s  de a l t a  v e l o c i d a d e ,  na d é ­
c a d a  de 50, t o r n o u  p o s sí ve l  t r a t a r  s i s t e m a s  m o d e r a d a m e n t e  c o m p l e x o s  e
g e r a r  s o l u ç õ e s  a p r o x i m a d a s  na f o r m a  s e m i - f e c h a d a r c o n t a n d o  com os m é ­
t o d o s  c l á s s i c o s  de s o l u ç ã o  mas  u t i l i z a n d o  a v a l i a ç õ e s  n u m é r i c a s  de c e r ­
t o s  t e r m o s  qu e n ã o  p o d e m  ser e x p r e s s o s  na f o r ma  fe ch ad a.  0 d e s e n v o l ­
v i m e n t o  s i m u l t â n e o  do M é t o d o  de E l e m e n t o s  F i n i t o s  p e r m i t i u  o us o de 
c o m p u t a d o r e s  d i g i t a i s  por e n g e n h e i r o s ,  c o n d u z i n d o  a a n á l i s e  de v i b r a ­
ç õ e s  n u m e r i c a m e n t e  d e t a l h a d a  de c o m p l e x o s  s i s t e m a s  m e c â n i c o s ,  e s t r u t u ­
r ai s, v e í c u l o s ,  e n v o l v e n d o  a l g u n s  m i l h a r e s  de g r a u s  de li be rda de .
R e f e r i n d o - s e  p r o p r i a m e n t e  às m á q u i n a s  r o t a t i v a s ,  o p r o j e t o  e 
c o n s t r u ç ã o  da s m e s m a s  s o f r e r a m  um d e s e n v o l v i m e n t o  e x t r a o r d i n á r i o  na 
d é c a d a  de 20, q u a n d o  as c o n d i ç õ e s  de t r a b a l h o  e x i g i r a m  v e l o c i d a d e s  su-
p e r c r í t i c a s ,  n o m e a n d o - s e  a e s t e  n o v o  r a m o  de e s t u d o s  c o nro Di nâ m ic a 'de---
Rot o r e s „
Os p r i n c i p a i s  t ó p i c o s  t r a t a d o s  n es te  c a m p o  sãos b a l a n c e a m e n ­
to d i n â m i c o ?  d e t e r m i n a ç ã o  de v e l o c i d a d e s  c rí ti c a s ;  a c e l e r a ç ã o  do rotor 
d u r a n t e  a p a s s a g e m  p e l a s  f r e q u ê n c i a s  n a tu ra is ; e f e i t o s  do a m o r t e c i m e n ­
to; c o m p o r t a m e n t o  m e c â n i c o  de v á r i o s  t i p o s  de m a n c ai s;  e s t a b i l i d a d e  do 
m o v i m e n t o  r o t a t i v o ?  e f e i t o  g i r o s c ó p i c o  dos r o t o r e s ?  i n f l u ê n c i a  da f l e ­
x i b i l i d a d e  dos  m a n c a i s  e, m a i s  r e c e n t e m e n t e ,  e f e i t o s  t ér mi co s .
Na d é c a d a  de 60, o u t r a  r e v o l u ç ã o  n es te  c a m p o  a c o n t e c e u s  por 
i m po s i ç ã o  de n e c e s s i d a d e s  o p e r a c i o n a i s  e e c o n ô m i c a s ,  h o u v e  um a c r é s c i ­
mo na p o t ê n c i a  da s t u r b o m á q u i n a s .
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Is t o  foi f a c i l i t a d o  p e l o  e m p r e g o  de t é c n i c a s  a v a n ç a d a s  de 
p r o j e t o ,  e p e l o  u s o  do c o m p u t a d o r  dig it al »
A n o v a  s i t u a ç ã o  d e m a n d o u  g r a n d e s  e r á p i d o s  r o t o re s,  o p e r a n d o  
a c i m a  da s e g u n d a  e, às ve ze s,  da t e r c e i r a  v e l o c i d a d e  cr ít ic a,  co m o 
é o c a s o  de t u r b i n a s  a gá s ou a vapor e m á q u i n a s  de a v i a çã o»
I n e v i t a v e l m e n t e ,  t o d a  uma  c l a s s e  de n o v o s  p r o b l e m a s  foi c r i ­
adas a c r é s c i m o  da c o n c e n t r a ç ã o  de p o t ê n c i a  a c a r r e t a  c o n s i d e r á v e l  inte­
r a ç ã o  e n t r e  o c o m p o r t a m e n t o  d i n â m i c o  de r o t o r e s  de um lado  e c a m p o s  de 
f l u x o  de f l u í d o / t é r m i c o  a s s o c i a d o s ,  de outro»
A a n á l i s e  d i n â m i c a  de r o t o r e s  de f o r m a s  c o m p l e x a s  t o r n o u - s e  
u m a  n e c e s s i d a d e »  e n q u a n t o  q u e  a imp or t ân ci a do s m é t o d o s  a p r o x i m a d o s  
p a r a  a n á l i s e  foi e n f a t i z a d a ,  d e v i d o  a sua c a p a c i d a d e  de pr ove r t a n t o  
s o l u ç õ e s  c o n f i á v e i s  q u a n t o  m e i o s  de checar os r e s u l t a d o s  do c o m p u t a d o r  
b a s e a d o s  em a l g o r i t m o s  c o m p l i c a d o s .  Fi n a l m e n t e ,  o a p a r e c i m e n t o  da M e ­
c â n i c a  da F r a t u r a  na s ú l t i m a s  2 d é c ad as , co mo  um n o v o  r a m o  da M e c â n i c a  
A p l i c a d a ,  f o r n e c e u  f e r r a m e n t a s  a n a l í t i c a s  par a i n v e s t i g a ç ã o  de t r i n c a s  
no c o m p o r t a m e n t o  d i n â m i c o  de r o t o r e s »
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i .2 - O B J E T I V O
O o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  é o e s t u d o  dos  p r o b l e m a s  d i n â m i c o s  
de um e x a u t o r  de gá s c l o r í d r i c o  da C o m p a n h i a  S i d e r ú r g i c a  Nacio nal  
c u j a  f u n ç ã o  é ex aur ir g a s e s  o r i u n d o s  do p r o c e s s o  de r e c u p e r a ç ã o  de á~ 
e i d o  c l o r í d r i c o  u t i l i z a d o  p a r a  d e c a p a g e m  c o n t í n u a  de c h a p a s  de aço.,
0 e s t u d o  foi e f e t u a d o  u t i l i z a n d o - s e ,  a t í t u l o  de c o m p a r a ç ã o ,  
v á r i o s  m é t o d o s  de c á l c u l o  da s f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s ,  os q u a i s  são a p r e ­
s e n t a d o s  r e s u m i d a m e n t e  no A p ê n c i c e  A i n c l u i n d o - s e  aí a t e o r i a  c o n d e n ­
s a d a  do e f e i t o  g i r o s c ó p i c o  do s r o t o re s.  Tais m é t o d o s  são! M a t r i z e s  de 
Tr a n s f  e rê nc i a , M a t r i z  de V a r r i m e n t o ,  -Determinante C a r a c t e r í s t i c õ  ’ ("au­
t o v a l o r e s  e a u t o v e t o r e s ), D u n k e r l e y ,  R a y l e i g h  e E l e m e n t o s  Fi n i to s,  
s e n d o  e s t e  ú l t i m o  a p e n a s  c i ta do . 0 M é t o d o  da M a t r i z  de V a r r i m e n t o  é 
t a m b é m  c o n h e c i d o  c o m o  M é t o d o  de I t e r a ç ã o  Ma tr i c i a l  ou de Stodoia.,
0 C a p . 2 t r a t a  da d e s c r i ç ã o  de um caso real, ou seja, o s i s ­
t e m a  do e x a u s t o r  com os p r o b l e m a s  que a p r e s e n t a ,  b e m como  as 
p r o p r i e d a d e s  i n er ci ai s do ro to r.  A m a n e i r a  p r á t i c a  da o b t e n ç ã o  do 
m o m e n t o  de inér cia  de um do s d i s c o s  do rotor a t r a v é s  da u t i l i z a ç ã o  de 
um p ê n d u l o  t r i f i l a r  é a b o r d a d a  no A P E N D I C E  B .
A a p l i c a ç ã o  e d i s c u s s ã o  da a n á l i s e  n u m é r i c a ,  as p r o p r i e d a d e s
e l á s t i c a s ,  a v a r i a ç ã o  do n ú m e r o  de g r a u s  de l i b e r d a d e  e a inclus ão da 
i n f l u ê n c i a  da  f l e x i b i l i d a d e  dos  s u p o r t e s  (mancais) são a b o r d a d a s  no 
Cap. 3.
T e n d o  em v i s t a  os r e s u l t a d o s  a n a l í t i c o s ,  o Cap. 4 t r a t a  o 
p r o b l e m a  de um a m a n e i r a  p r á t i c a ,  u t i 1 iz and o-s e um A n a l i s a d o r  de 
F o u r ier 5 4 5 Í - C  (F F T ~ H e w l e t t  P a c k a r d )  o n d e  são o b t i d a s  as cu r v a s  do e s ­
p e c t r o  de p o t ê n c i a  do s i s t e m a .
E d e s c r i t o  o s i s t e m a  de m e d i çã o,  e s p e c i f i c a ç ã o  do s i n s t r u m e n ­
tos, e s q u e m a s ,  l i m i t a ç õ e s  do e x p e r i m e n t o ,  c o m p a r a ç ã o  co m r e s u l t a d o s  
n u m é r i c o s  e c o m e n t á r i o s ;  sã o e s t i p u l a d a s  as f r e q ü ê n c i a s  de interesse, 
d e t e c t a d a s  as f r e q ü ê n c i a s  c r í t i c a s  e são c o m e n t a d o s  os c r i t é r i o s  de 
s e v e r i d a d e  ( l i m i t e s  de t o l e r â n c i a s  de v i b r a ç õ e s )  com r e s p e i t o  ao e~ 
xaust or «
0 Cap. 5 a b o r d a  o t e m a  de A n á l i s e  Modal, o b j e t i v a n d o  o l e v a n ­
t a m e n t o  do s m o d o s  de v i b r a ç ã o  e su a s r e s p e c t i v a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u ­
r a i s  t e c e n d o  c o m e n t á r i o s  s o b r e  os p r o c e d i m e n t o s  a d o t a d o s ,  li m it aç õe s,  
r e s u l t a d o s ,  i n s t r u m e n t a ç ã o  u t i l i z a d a ,  s en do  e s t e s  t ó p i c o s  p r e c e d i d o s  
de b r e v e  t e o r i a  de A n á l i s e  Mod al »
C o m  b a s e  no s d a d o s  o b t i d o s ,  o Cap. 6 t r a t a  das m e d i d a s  c o r r e ­
t i v a s  co m r e s p e i t o  a: r o l a m e n t o s ,  a c o p l a m e n t o s ,  c o n t r o l e  do t o r q u e  de
p a r t i d a  do mo t or , a u m e n t o  da r i g i d e z  do sis te ma , l u b r i f i c a ç ã o .  Sã o  a~ 
p r e s e n t a d o s  e s q u e m a s  da s m o d i f i c a ç õ e s  sugeridas,.
F i n a l m e n t e ,  o C a p . 7 t r a t a  das c o n c l u s õ e s  e s u g e s t õ e s  p a r a  um 
e s t u d o  p o s t e r i o r  m a i s  a p u r a d o  do rotor (disco) em si, bem  c om o a o t i ­
m i z a ç ã o  do p l a n o  de m a n u t e n ç ã o  existente.,
U M E X E M P L O  P R Á T I C O
2.1 - G E N E R A L I D A D E S "
P a r a  a a p l i c a ç ã o  do s m é t o d o s  e x p o s t o s  a n t e r i o r m e n t e  (exceto 
E l e m e n t o s  F i n i t o s )  r e s o l v e u - s e  ado tar  um ca s o p r á t ic o.  T r a t a - s e  de um 
e x a u s t o r  de g á s  c l o r í d r i c o  da C o m p a n h i a  S i d e r ú r g i c a  N a c io na l (CSN- 
V o l t a  R e d o n d a  - RJ), cu j a f i n a l i d a d e  é ex a u r i r  g a s e s  do p r o c e s s o  de 
r e c u p e r a ç ã o  ”dé á c i d o  c l o r í d r i c o  (HC1), p r o v e n i e n t e  dos t a n q u e s  de 
d e c a p a g e m  c o n t í n u a  de c h ap as .  A u n i d a d e  de e x a u s t ã o  é c o m p o s t a  por 2 
(exaustores que, em c a s o s  de e m e r g ê n c i a  (maior d e m a n d a )  p o d e r ã o  
t r a b a l h a r  em p a r a l e l o .
S u c i n t a m e n t e »  o p r o c e s s o  de r e c u p e r a ç ã o  é d e s c r i t o  a seguir» 
o b s e r v a n d o - s e  a Fig„ 2.1.«
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Fig. 2.1 - R e p r e s e n t a ç ã o  E s q u e m á t i c a  do S i s t e m a  de R e g e n e r a ç ã o  de Á- 
c ido
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A s o l u ç ã o  p r o v e n i e n t e  da d e c a p a g e m  c o n t í n u a  de c h a p a s  c o n s i s t e  
de u m a m i s t u r a  de ág u a + ó x i d o  de f e r r o  ± 27. de á c i do  c l o r í d r i c o ,  o 
qual d e v e r á  ser r e c u p e r a d o  por r a z õ e s  e c o n ô m i c a s  e de c o n t r o l e  
a m b i e n t a l .  0 p r o c e s s o  de s e p a r a ç ã o  da ág ua  e ó x i d o  de f e r r o  do á c i d o  
c l o r í d r i c o  i n i c i a - s e  no R e a t o r  <í), a p ó s  es t e  ser a q u e c i d o  a t r a v é s  da 
c o m b u s t ã o  do gá s  de c o q u e r i a  e ar de um S o p r a d o r  (2), a t i n g i n d o  
850°C. N e s t e  R e a t o r  há a r e a ç ã o  q u í m i c a  p r o v o c a d a  pe lo  calor, 
s e p a r a n d o  o ó x i d o  de f e r r o  da p a r t e  l íq u id a (ácido + águ a) , s e g u n d o  a 
fór m ui  a s
2 F"e C l 2 + S H o O  + i/2 Oo F e 2 ^ 3 + 4Hcl Eq «(2 .í)
^ ó x i d o  de á c id o
f e r r o  c l o r í d r i c o
Ê s t e  ó x i d o  de f e r r o  é e n v i a d o  a u m a C a l h a  V i b r a t ó r i a  (3),
s o f r e n d o  l a v a g e m  e c o n d u z i d o  ao S il o de Ó x i d o  (4) a t r a v é s  do s
T r a n s p o r t a d o r e s  H e l i c o i d a i s  (5). P a r t e  d e s t e  ó x i d o  é e n v i a d o  p a r a  a
S i n t e r i z a ç ã o  ( a g l o m e r a ç ã o  do m i n é r i o )  e pode  t a m b é m  ser u t i l i z a d o  na
i n d ú s t r i a  de ti n tas , c o m o  p i g m e n t o  (zarcão)? i nd ús t ri a e l e t r ô n i c a
( g r a v a ç ã o ) ,  etc. O u t r a  p e q u e n a  p a r t e  é u t i l i z a d a  p a r a  se iniciar o
p r o c e s s o  de r e a ç ã o  (no R e a t o r ) .
v.
Os g a s e s  q u e n t e s  p r o v e n i e n t e s  do Re a t or  (850°C) sã o r e s f r i a d o s
no t u b o  Vent uri  (ó) p e l a  m i s t u r a  com  a s o l u ç ã o  usada, a t r a v é s  das 
/B o m b a s  p/Ac ido (7), a t i n g i n d o  Í00° C e d i r i g e m - s e  p a ra  o V a s o  de 
S e p a r a ç ã o  (8), o n d e  é o b t i d o  o HC1 r e g e n e r a d o .  Os v ap or e s ,  a i n d a  com
—14-
p e q u e n a  q u a n t i d a d e  de ác ido , p a s s a m  pe l o A b s o r v e d o r  (9), c o n s i s t i n d o  
de b a n d e j a s .  S o f r e m  l i m p e z a  no La v a d o r  de G a s e s  (10), d i r i g i n d o - s e  
f i n a l m e n t e  p a r a  o E x a u s t o r  (lí) e C h a m i n é  (12).
2. 2  - C A R A C T E R Í S T I C A S  DO C O N J U N T O  M O T O R / E X A U S T O R s
A s c a r a c t r e r  íst i ca s n o m i n a i s  do c o n j u n t o  são*“
a ) E x a u s t o r s
F a b r i c a n t e s  A L V I - B é l g i c a  ( C o n s o r c i a d a  com K E R A M C H E M I E -  Al e ma n h a )
Tipos c e n t r í f u g o ,  pá s  c u r v a d a s  pa r a trás  
V az ã o s  9 * 7 2 m ^ / s  
Rot a ç ã o s 3 5 5 0  rp m 
'Temperatura de t r a b a l h o s  80° C 
D e p r e s s ã o s  20 0 mm Hg
M a t e r i a l  dos  d i sc os : T i t â n i o  A S T M - B 3 4 8  Gr au  2 
N£ de páss li
M a s s a  de c a d a  discos 38 Kg 
M a s s a  de e i x o  + d i sc os : 2 6 3 , 5Kg
M a t e r i a l  do e i x o s  aço AB N T 1040 ( c / r e v e s t i m e n t o  ant icorr osi vo ) 
R o l a m e n t o s  S K F - 1 3 1 6 K + H 3 1 Ó  (a u t o c o m p e n s a d o r  com 2 c a r r e i r a s  de e s f e ­
ras), co m c a i x a  S N 6 1 6  
L u b r i f i c a ç ã o  s G r a x a  (manual)
b ) Mot o r »
F a b r i c a n t e s  GE 
Pot ênc i a s 4 0 0 c v  
R o t a ç ã o :  3 5 5 0  r p m  (C.A) 
A c i o n a m e n t o  d i r e t o  
A c o p l a m e n t o s  FAL K S T E E L F L E X  Í2F
ADMISSÃO
F i g « 2,2. ~ E s q u e m a  do c o n j u n t o  m o t o r / e x a u s t o r .
- í  6 -
Fig. 2.3 ~ D i m e n s õ e s  G e r a i s  do Rotor.
- i 7 -■
V ê - s e  p e l a  Fig- 2. 3  a c i m a  qu e o e i x o  possui uma c a m a d a  de 2m m 
de  r e v e s t i m e n t o ,  o qual p o d e  ser de 2 tipos* T i t â n i o  (ASTM B 34 8 Gr au  
2) ou E b o n i t e .  Tal r e v e s t i m e n t o  tem a f i n a l i d a d e  de p r o t e g e r  o eix o 
do a t a q u e  ác i do . A e s c o l h a  e n t r e  um e o u t r o  t i p o  d e p e n d e r á  de c e r t a s  
p a r t i c u l a r i d a d e s  q u e  s e r ã o  a b o r d a d a s  no p r ó x i m o  tópico.
2 . 3  - P R O B L E M A S  DO E X A U S T O R :
D e s d e  a i n s t a l a ç ã o  do e q u i p a m e n t o ,  em Í98Í, o c o r r e r a m  v á r i a s
p a r a d a s  do me sm o,  o c a s i o n a d a s  por e x c e s s o  de v i b r a ç ã o ,  c h e g a n d o  até à
r u p t u r a  do eixo, em d e t e r m i n a d a s  o c a s i õ e s .  Por d i v e r s a s  v e z e s
c o n s t a t o u - s e  n í v e i s  de v i br ação..d_e -20Opm (pico). Ta i s v i b r a ç õ e s , após
a n á l i s e  p r e l i m i n a r ,  e r a m  p r o v o c a d a s  por:
2.3» í - D e s b a l a n c e a m e n t  o
D e c o r r e n t e  p r i n c i p a l m e n t e  por d a n o s  no r e v e s t i m e n t o  do eixo, 
a sa ber  '»
a ) R e v e s t i m e n t o  de T i t â n i o :
0 p r o j e t o  o r i g i n a l  p r e v i u  e i x o  de aço  c a r b o n o  (AB NT -Í 04 0)  r e ­
v e s t i d o  por um a c a m a d a  de 2m m  de t i t â n i o  A S T M - B 3 4 8  G r a u  2 (mesmo m a ­
te r i a l  d o s  d i s c o s ) .  Isto se fe z n e c e s s á r i o  pa r a se evi ta r o a t a q u e  do 
á c i d o  c l o r í d r i c o  que, e m b o r a  sob a f o r ma  de gás, há f o r m a ç ã o  de c o n ­
d e n s a d o ,  t r a n s f o r m a n d o - s e  em ácido. E s t e  r e v e s t i m e n t o  é f e i t o  a t r a v é s  
do p r o c e s s o  de c l a d e a m e n t o  (um t u b o  fi no  de T i t â n i o  r e v e s t e  o e i x o  e.
a t r a v é s  de a q u e c i m e n t o ,  há a d i f u s ã o  do T j  p a r a  o aço).
C o n f o r m e  p o d e  ser o b s e r v a d o  na Fig. 2.3, e n t r e  e i x o  e d i s c o  
a d a p t o u - s e  u m a  p r o t e ç ã o  t r o n c o - c ô n i c a  para  o c u b o  de f i x a ç ã o  do d i s ­
co, s e n d o  e s t e  c u b o  t a m b é m  de aç o AB N T - Í 0 4 0 ,  p o s t o  ser d e f i c i e n t e  a 
s o l d a b i 1 idade e n t r e  aço e Tj. Ap ó s p o u c a s  h o r a s  de f u n c i o n a m e n t o  do 
s i s t e m a ,  as v i b r a ç õ e s  a c e n t u a r a m - s e ,  h a v e n d o  n e c e s s i d a d e  de p a r a d a  
p a r a  in spe çã o.
D e t e c t o u - s e  t r i n c a s  na s o l d a  da p r o t e ç ã o  e n t r e  e i x o  e co n e 
(b as e m e n o r  do co ne) , bem  c o m o  es t e ú l t i m o  a p r e s e n t o u  d e f o r m a ç ã o  por 
t r a ç ã o - c o m p r e s s ã o , o qu e  e l i m i n a  a h i p ó t e s e  de f a lh a por d i f e r e n ç a  de 
c o e f i c i e n t e  de d i l a t a ç ã o  t é r m i c a  e n t r e  aço e T j .  Op t ou - s e ,  assim, 
p e l a  p r o t e ç ã o  a t r a v é s  de E b o n i t e .
b ) R e v e s t i m e n t o  de E b o n i t e s
E s t e  t i p o  de r e v e s t i m e n t o  foi a d o t a d o  l e v a n d o - s e  em c on ta  seus 
c u s t o s  ( ce r c a  de 30 v e z e s  m a i s  b a r a t o  qu e o T j )  e sua  r e s i s t ê n c i a  ao 
á c i d o  c l o r í d r i c o .  Porém, a p r e s e n t o u  do is  s é r i o s  in co nv e n i e n t e s !
b.í) Q u a n d o  em r o t a ç ã o ,  há o d e s g a s t e  por a b r a s ã o  do E b o n i t e  
d e p o s i t a d o  s o b r e  a c a b e ç a  do s  8 p a r a f u s o s  de f i x a ç ã o  dos  d i s c o s  ao 
cu bo. A c a b e ç a  do p a r a f u s o ,  s e n d o  s e x t a v a d a ,  faz  co m qu e as a r e s t a s  
t e n h a m  um a c a m a d a  de r e v e s t i m e n t o  m u i t o  fina, d e s g a s t a n d o - s e
r a p i d a m e n t e .  As s i m ,  a l é m  do d e s b a l a n c e a m e n t o  p r o v o c a d o ,  há a 
p e n e t r a ç ã o  do ác id o,  c o r r o e n d o  t o d o  o p a r a f u s o  e p a r t e  do cubo, se 
n ã o for d e t e c t a d o  a t e m p o  (vide Fig. 2.5).
b.2> C o m o  o s i s t e m a  t r a b a l h a  com t e m p e r a t u r a  igual ou s u p e r i o r  a 
80°C, há o e n d u r e c i m e n t o  do E b o n i t e .  Com n í v e i s  de v i b r a ç õ e s  s e m p r e  
al t o s ,  há a t e n d ê n c i a  de se tr i n c a r  o r e v e s t i m e n t o ,  já f r a g i l i z a d o .  
Tal f a t o  a c a r r e t o u ,  em uma  da s  vezes» uma f r a t u r a  insól ita  do eixo, 
a p ó s  c o r r o s ã o  de c e r c a  de 95 %  da s e ç ã o  útil do mes mo,  c o n f o r m e  as 
f i g u r a s  a s e g u  i r s
- 2 0 -
F i g .  2. 4 Ê i ;;o de aç o A B N T - 1 0 4 C ,  com  Í25mm de d i â m e t r o ,  c o r r o í d o  
p e l o  á c i d o  c l o r í d r i c o .  Note  a c a m a d a  de E b o n i t e  e as 
l i n h a s  no e i x o  qu e d e n o t a m  c e n t r i f u g a ç ã o  do ácido.
- 2 1 -
Fig. 2. 5 ~ D e t a l h e  do d i s c o  do rotor. O b s e r v e  a c o r r o s ã o  do eixo  
início do d e s g a s t e  do r e v e s t i m e n t o  da ca be ça  
p a r a f u s o s „
e o 
dos
Fig» 2.6 - V i s t a  do e i x o  + d i s c o  d a n i f i c a d o s .
- 2 3 -
Fig. 2.7 ■■ V i s t a  geral do c o n j u n t o  avariado..
E. d i g n o  de. no t a que, e m b o r a  o c o n j u n t o  est ivesse a p len a c a r g a  
e r o t a ç ã o  n o mi na l (3550 rpm), d e s p r o v i d o  de s i s t e m a  de p a r a d a  de 
ç m e r g e n c  ia, o a c i d e n t e  não t e v e  c o n s e q ü ê n c i a s  m a i o r e s  d e v i d o  à p r o n t a  
a ç ã o  do o p e r a d o r .  Ap ó s e s t e  e pi só di o,  foi in sta la do  um s i s t e m a  de 
m o n i t o r a ç ã o  c o n t í n u a  das v i b r a ç õ e s ,  d o t a d o  de a l a r m e  e d e s a r m e  
aut omát ico.
C o m r e s p e i t o  ao b a l a n c e a m e n t o  d in âm i c o ,  o b s e r v a - s e  que, 
q u a n d o  e s t e  é r e a l i z a d o  em m á q u i n a s  c o n v e n c i o n a i s  (baixa r o t a ç ã o ) ,  
q u a n d o  em r e g i m e  de t r a b a l h o  a p r e s e n t a  s i n t o m a s  de d e s b a l a n c e a m e n t o , 
n e c e s s i t a n d o  r e b a lance ar  no local.
2 . 3 . 2  - M a n c a i s  d a n i f i c a d o s «
S e g u n d o  o f a b r i c a n t e ,  a v i d a  útil p r e v i s t a  p a r a  os r o l a m e n t o s  
é de 5 5 . 0 0 0  h o r a s  de t r a b a l h o  em r e g i m e  c o n t í n u o  <~ 6 anos). Co nt ud o , 
a c o n s e l h a  a t r o c a  a ca da  8 . 0 0 0  h o r a s  (~ 1 ano). Ap es ar  de s e re m 
t o m a d o s  t o d o s  os c u i d a d o s  na m o n t a g e m  dos  r o l a m e n t o s ,  a d u r a ç ã o  dos 
m e s m o s  te m sido» em m é d i a  de 3 meses.
C e r t a  v€?z, d u r a n t e  o b a l a n c e a m e n t o  no local por f ir ma 
e s p e c i a l i z a d a ,  foi o b s e r v a d a  a m u d a n ç a  de fase l en t a m e n t e ,  em r o t a ç ã o  
n o m i n a l ,  c o m o a u x í l i o  de um a l âm p ad a e s t r o b o s c ó p i c a . Tal fato» 
a c o m p a n h a d o  de v a r i a ç ã o  s i m u l t â n e a  f a s e / a m p l i t u d e ,  é. caract er í st i co 
de d e s b a l a n c e a m e n t o  r o t a t i v o »  p r o v o c a d o  por a q u e c i m e n t o  d esi gua l do 
r ot~òr ," d es cr  i t o m a g n i f i c a m e n t e  por DEN H A R T O G  C 10 3.
EInt r et ant o , ao se i ns pec io nar  as c a i x a s  dos mancai s, 
v e r i f i c o u - s e  qu e h a v i a  d e s l i z a m e n t o  e n t r e  a p i s t a  e x t e r n a  do 
r o l a m e n t o  e a caixa. E s t e  p r o b l e m a  foi s o l u c i o n a d o  p e l a  a d i ç ã o  de 
s o l d a  q u í m i c a  (cola e s p e c i a l ) .
A l u b r i f i c a ç ã o  atual é fe ita  por graxa» p e r i o d i c a m e n t e .  
C o n s u l t a n d o - s e  os c a t á l o g o s  de f a b r i c a n t e  de r o l a m e n t o s ,  C 3 lis 
[' 4 II, II 5 II e II 6 3, c o n s t a t o u - s e  que, e m b o r a  as c a p a c i d a d e s  de 
c a r g a  ( e s t á t i c a  e d i n â m i c a )  e s t i v e s s e m  c o m p a t í v e i s  com  o s i s t e m a  (C0 
-- 4 0 . 5 0 0 N  e C(;| j n - 6 8 . 0 0 0 N ) ,  v i d a  útil e s p e r a d a  de 2 anos, o li m it e
de r o t a ç ã o  p a r a  es t e  r o l a m e n t o  é de 3 . 600 rpm, l u b r i f i c a d o  a graxa. 
P o r t a n t o ,  o r o l a m e n t o  t r a b a l h a  no li mi te  m á x i m o  de ro taç ão.  Os 
d e f e i t o s  m a i s  c o m u n s  d e t e c t a d o s  são: d e f i c i ê n c i a  de l u b r i f i c a ç ã o ,  
r u p t u r a s  na s  g a i o l a s  e p i s t a s  m a r c a d a s  em to da  a c i r c u n f e r ê n c i a .
As m e d i d a s  c o r r e t i v a s  p r o p o s t a s  e s t ã o  e x p o s t a s  n o C a p . 6.
2 . 3 . 3  - T r i n c a s  na e s t r u t u r a s
O b s e r v a n d o - s e  a Fig. 2.2, v e r i f i c o u - s e  qu e a l o c a l i z a ç ã o  dos 
i s o l a d o r e s  (e l a s t o m é r i c o s ) é a d e q u a d a  p a r a  m i n i m i z a r  a 
t r a n s m i s s i b i 1 idade do e q u i p a m e n t o  pa r a o pi s o ( i s o l a m e n t o  ativ o).  
C o n t u d o ,  as v i b r a ç õ e s  sã o t r a n s m i t i d a s  para a c a r c a ç a  do e xa us to r , 
f e i t a s  de c h a p a s  f i n a s  (5mm): em. c o n s t r u ç ã o  sol dada'T~A~'f egTrãcT p r ó x i m a  
ao s m a n c a i s  já a p r e s e n t o u ,  d i v e r s a s  vezes, t r i n c a s  g e n e r a l i z a d a s  
p r o v o c a d a s  por f a d i g a  ( i n d u z i d a  pe l a e n e r g i a  v i b r a t ó r i a ) .
2 . 3 . 4  - M u d a n ç a  b r u s c a  da s e ç ã o  do e i x o s
P e l a  Fig. 2.3 v ê - s e  que  o ei x o p a ss a de um d i a m ê t r o  de 0 i25mm 
p a r a  0 70mm, se m n e n h u m  r a i o  de a d o ç a m e n t o .  Tal fato, até o p re se n t e ,  
n ã o c a u s o u  n e n h u m  dano, ma s  é um p r o b l e m a  po te n c i a l  qu e não  p od e ser 
d e s c o n s i d e r a d o .
2 . 3 . 5  - T r i n c a s  nos d i s c o s  do r o t o r s
H o u v e  c a s o s  em que os d i s c o s  a p r e s e n t a r a m  t r i n c a s  ao lo ngo da
c i r c u n f e r ê n c i a  d e s c r i t a  p e l a  b a s e  das pás. 0 c o m p r i m e n t o  das t r i n c a s  
v a r i a r a m  e n t r e  40 a 70 mm. P e l a  Fig. 2.7 p e r c e b e - s e  que as t r i n c a s  
o r i g i n a r a m - s e  p r ó x i m a s  às r a í z e s  das s o l d a s  das pás, r e g i õ e s  de alta  
c o n c e n t r a ç ã o  de t e n s õ e s .  V e r i f i c a - s e  t a m b é m  que, t e n do  o d i sc o uma 
e s p e s s u r a  de ó m m  e um a d i s t â n c i a  e n t r e  a linha d o s  p a r a f u s o s  dor 
f i x a ç ã o  (0 2í 0 m m)  e a l i n ha  da b a s e  das pá s 411m) igual a (210 + 
4 i i > / 2  = 3 í 0 , 5 m m ,  o r o tor  a p r e s e n t a  g r a n d e  f l e x i b i l i d a d e .  Assim, 
q u a n d o  em r o t a ç ã o ,  d e d u z - s e  qu e o d i s c o  a p r e s e n t a  um m o v i m e n t o
later al s e m e l h a n t e  ao de um d i a f r a g m a  (<---- O  , f a v o r e c e n d o  o
a p a r e c i m e n t o  d as  t r i n c a s .  Isto  l o g i c a m e n t e  con tr ibu i par a a f a l h a  
p r e m a t u r a  dos  r o l a m e n t o s ,  i nd uz in do  e s f o r ç o s  a x i a i s  indesejáveis.,
Fig. 2.7 - L o c a l i z a ç ã o  d a s  T r i n c a s  no Disco.
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Em  s e t e m b r o / 8 7 ,  o u t r o  a c i d e n t e  p r a t i c a m e n t e  d e s t r u i u  o 
c o n j u n t o  r ot o r :  as t r i n c a s  se p r o p a g a r a m  e um do s d i s c o s  t r a n s f o r m o u -  
se em p e d a ç o s  (Fig. 2.8)? o o u t r o  e s t a v a  na e m i n ê n c i a  de r up tur a»  
c o n f o r m e  p o d e - s e  o b s e r v a r  a p r o p a g a ç ã o  c i rc un fe re n c ial das t r i n c a s  
(Fig. 2.9). 0 s i s t e m a  de p r o t e ç ã o  ( a la rm e e d e s a r m e  do sistema) não  
at u ou . Na r e g i ã o  do d i s c o  d a n i f i c a d o ,  a c a r c a ç a  f i c o u  c o m p l e t a m e n t e  
d est ru í da .
Fig. 2.8 - D i s c o  e s q u e r d o  c o m p l e t a m e n t e  d e s t r u í d o  ap ó s p r o p a g a ç ã o  
c i r c u n f e r e n c i a l  de tri nc as .
Fig. 2.9 - Trinca se p r o p a g a n d o  em toda a c irc un fe rê nc  ia do d i s co  
d i r e i t o „
2 . 3 . 6  - R u í d o .
/ A ru ruE uma  das  c o n s e q ü e n c i a s  d i r e t a s  das v i b r a ç õ e s .  E s t a s  são 
t r a n s m i t i d a s  a t r a v é s  dos  m a n c a i s  pa r a a e s t r u t u r a  que, por sua vez, 
s e n d o  c o n f e c c i o n a d a s  por c h a p a s  finas, v i b r a m  co m  ma ior f a c i l i d a d e .  A 
e n e r g i a  v i b r a t ó r i a  é, ass im,  p r o p a g a d a  para  o ar sob a f o r m a  de o nd as  
s o n o r a s  (ruído).
29
P r ó x i m o  ao e x a u s t o r ,  o NPS (Nível de P r e s s ã o  Sonora) m e d i d o  
foi de ÍQ>9 dBA, o qu e  o b r i g a  a u t i l i z a ç ã o  do p r o t e t o r  au ri c u l a r »  
P a r t e  d e s t e  r u í d o  é p r o v e n i e n t e  do motor e l é t r i c o  e das o n da s 
r e f l e t i d a s  (o e q u i p a m e n t o  e n c o n t r a - s e  a 1 metro, a p r o x i m a d a m e n t e ,  da 
p a r e d e )„
S e g u n d o  f a b r i c a n t e  de v e n t i l a d o r e s  " G E M A "  C 7 ], os p r i n c i ­
p a i s  c o m p o n e n t e s  do r u í d o  e m i t i d o  por um v e n t i l a d o r ,  sãos
a) r u í d o s  que: a p a r e c e m  em r e g i õ e s  de f l ux o t u r b u l e n t o ,  a s s o c i a d o s  com 
p e r d a s  d e v i d o  a i m p e r f e i ç õ e s  a e r o d i n â m i c a s  no p r o je to . A e n e r g i a  
s o n o r a  s e r á  d i s t r i b u í d a  em uma  a m pl a fa ixa  de f r e q ü ê n c i a s ?
— b)"~ruídos " d ev i do  à p a s s a g e m  das  pás em t o r n o  de um p on to  fixo. 
C o n c e n t r a m  a e n e r g i a  s o n o r a  na f r e q ü ê n c i a  da p a s s a g e m  das  pás (n2 de 
pá s  x r o t a ç ã o  do v e n t i l a d o r ) .
0 f e n ô m e n o  do a p a r e c i m e n t o  de v i b r a ç õ e s  e r u í d o  d e v i d o  ao 
f l u x o  a e r o d i n â m i c o  a p a r e c e  g e r a l m e n t e  q u a n d o  a v e l o c i d a d e  de 
e s c o a m e n t o  é s u p e r i o r  à q u e l a  pa ra  qual o s i s t e m a  foi p r o j e t a d o  ou 
a i n d a  d e v i d o  a a d e r ê n c i a  de s u b s t â n c i a s  e s t r a n h a s  em s i s t e m a s  
p r o j e t a d o s  co m t o l e r â n c i a s  m í n i m a s  v i s a n d o  e f i c i ê n c i a ,  d e p o s i ç ã o  essa 
que  a l t e r a  as d i m e n s õ e s  da s  lâminas, a l t e r a n d o  o p r o j e t o  or i gi na l  
( c o n f o r m e  N e p o m u c e n o  C 8 3) « Q u a n d o  o perfil da pá a p r e s e n t a r
i r r e g u l a r i d a d e s  de p r o j e t o  ( i n c l u i n d o - s e  aí a r u g o s i d a d e  
s u p e r f i c i a l ) ,  a p a r e c e r á  um a s e p a r a ç ã o  do fluxo, h a v e n d o  o f e n ô m e n o  de 
d e s c o l a m e n t o  da c a m a d a  limit e»  0 f l ux o p a s s a  de laminar p a r a  
r o t a c i o n a i  (ou t u r b u l e n t o ) ,  d e s e n v o l v e n d o - s e  uma c o n f i g u r a ç ã o  de 
p r e s s ã o  v a r i á v e l ,  o r i g i n a n d o - s e  v i b r a ç ã o  e r u í d o  e x c e s s i v o »  (vide 
f i g » 2 . 1 0  )
Fig. 2 . 1 0  - a) Pá co m f l u x o  lamin ar
b) Pá em r e s s o n â n c i a  p r o v o c a n d o  f l u xo  t u r b u l e n t o »
2 , 3 . 7  - F A T O R E S  E C O N Ô M I C O S ü
E s t e  é o fator que  r e a l m e n t e  mede  o d e s e m p e n h o  da u nid ade , ou 
seja, é o p a r â m e t r o  que a p r o x i m a  (ou se p ar a! ) 3 áre as s m a n u t e n ç ã o ,  
o p e r a ç ã o  e c u st os . A t í t u l o  de ilustração, em 1984, d u r a n t e  os 5 
p r i m e i r o s  me s es , h o u v e  4 i n t e r r u p ç õ e s  do p r o c e s s o  de r e g e n e r a ç ã o  de 
á c i d o  p r o v o c a d a s  por p a r a d a  dos  e x a u s t o r e s .  0 p r e j u í z o ,  na época, 
e n v o l v e n d o  b a l a n c e a m e n t o  e r e v e s t i m e n t o  em São Paulo, t r a n s p o r t e  e
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p a r a l i s a ç ã o  do p r o c e s s o  a t i n g i u  a c i fr a de US$  1 0 0 . 0 0 0 , 0 0 . C a s o  os 2 
e x a u t o r c s  f i q u e m  i m p o s s i b i l i t a d o s  de t r a b a l h a r ,  as L i n h a s  de D e c a p a -  
ge m  C o n t í n u a  c o n t i n u a m  a op e r a r »  0 á c id o e n v i a d o  para r e g e n e r a ç ã o  é, 
en t ã o ,  e s t o c a d o  em t a n q u e s  com c a p a c i d a d e  total de 70 0. 00 01 , s u f i ­
c i e n t e  p a r a  s u p o r t a r  c e r c a  de 3 dias. T e r m i n a d o  es t e prazo, a p r o d u ­
ç ã o  é p a r a l i s a d a  t o t a l m e n t e .
2.4  - C O M E N T A R  I O S s
Meja--se o q u a d r o  q u e  se ap re s e n t a s
a) A c a d a  p a r t i d a  do s i s t e m a ,  o r o l a m e n t o  e m b o r a  com graxa, s o f r e  as 
c o n s e q ü ê n c i a s  de um a m u d a n ç a  s ú b i t a  de seu esta dos  num  p e r í o d o  de 
t e m p o  m u i t o  c u r t o  a rot a ç ã o  do.. moJt.or at ing-e seu- va lo r hò mTn ãl ?
b) C o m o  o r ot or  d i f i c i l m e n t e  d i s p e n s a  o b a l a n c e a m e n t o  no local 
(p / m i n i m i z a r  o d e s b a l a n c e a m e n t o  re s i d u a l ) ,  v e m o s  qu e  o n ú m e r o  de
p a r t i d a s  da m á q u i n a  nem s e m p r e  é pe qu en o.  C om o e x e m p l o ,  d u r a n t e  um
/b a l a n c e a m e n t o  no local, o m o to r n e c e s s i t o u  dar 14 p a r t i d a s ,  E comum,- 
n e s t e s  c a s o s  de r o t o r e s  co m  2 dis co s,  o c o r r e r  o e f e i t o  cr u za do . Após  
se c o n s e g u i r  n í v e i s  t o l e r á v e i s  de vi bra çã o,  p o u c a s  h o r a s  d e p o i s  as 
v i b r a ç õ e s  a t i n g e m  um p a t a m a r  de 4 0 m n  pico. C o m o  já foi dito, os 
c r i t é r i o s  de s e v e r i d a d e  s e r ã o  a b o r d a d o s  no C a p . 4.,
P e l o s  f a t o s  e x p o s t o s  ( t r i n c a s  g e n e r a l i z a d a s ,  n í v e i s  a l to s de
vibraçao na freqüencia de rotação, quebra dos mancais, DaismceinsiTito 
dificultado, etc), suspeitou-se que o sistema estivesse operando em 
ressonância (ou próximo dela). Esta suspeita aumentou quando foi 
levado em conta que o conjunto se apoia sobre isoladores 
e l a s t o m e r icos cuja finalidade é minimizar o efeito da 
transmissibi1 idade (no caso , ativa), na região de ressonância 
c: on for me F i g . 2 . í 2 abaixo (R e f . C 9 1 ) s
Fig. 2. í 2 - T r a n sm i ss i b i1 idade x £
(K “ rigidez? C - amortecimento? M - massa)
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D e s t a  f o r m a  j u s t i f i c a - s e  d e t e r m i n a r  os v a l o r e s  das f r e q ü ê n ­
c i a s  n a t u r a i s  do ro tor . P a r a  tal, n e c e s s á r i o  se faz o c á l c u l o  dos 
m o m e n t o s  de inércia (polar e d i am et ra l ou t r a n s v e r s a l )  dos d i s c o s  
v i s t o  q u e  os e f e i t o s  g i r o s c ó p i c o s  s e r ã o  c o n s i d e r a d o s »
E s t e  t ó p i c o  s e r á  a b o r d a d o  no A P E N D I C E  B„
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3. D E T E R M I N A Ç Ã O  D A S  F R E Q Ü Ê N C I A S  N A T U R A I S  PO S I S T E M A  
3.Í - O B J E T I V O
Co m  o o b j e t i v o  de se c o m p a r a r  os m é t o d o s  de c á l c u l o  da s 
f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s ,  o ro tor  (eixo + disc os)  do e x a u s t o r  foi ini­
c i a l m e n t e  d i s c r e t i z a d o  co m  6 GL., com as s e g u i n t e s  h i p ó t e s e s  s i m p 1 ifi - 
c: a do ras !
a) Os d i s c o s  e s t ã o  eqü i d i_st ant es„ dos .mancais?-----  - ---------------------
b) 0 e i x o  é c o n s i d e r a d o  ter s e ç ã o  c o n s t a n t e  (EI - Cte)?
<: ) S u p o r t e s  r í g i d o s
P o s t e r i o r m e n t e , os p a r â m e t r o s  m o d i f i c a d o r e s  d a s  FN s er ão  
a b o r d a d o s  u
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A r e p r e s e n t a ç ã o  e s q u e m á t i c a  do rotor é c o n f o r m e  Fig. 3.i ab a ix o 2
Fig. 3. í -- R e p r e s e n t a ç ã o  es que má tj  ca do c o n j u n t o ,  consl d errando
si met ria«
A d i s c r e t i s a ç ã o  c o r r e s p o n d e n t e  é a p r e s e n t a d a  na Fig. 3.2 a seguir-
m 1
DISCO
m2 m3 m4
DISCO 
m5 m6
169.5 126 361 487 361 126 169,5
1800
Fig» 3.2  ~ P i s c r e t i z a ç ã o  do s i s t e m a  ( 6  GL. - s i m é t r i c o ) .
3. 2 - C Á L C U L O  PA S F R E Q Ü Ê N C I A S  N A T U R A I S
3 . 2 . í - h é t o d o  de I t e r a ç ã o  M a t r i c i a l  (vide A p ê n d i c e  C)
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a > D e t e r m i n a ç ã o  da s M a t r i z e s
C o m o  o s i s t e m a  é b i a p o i a d o  em m a n c a i s  a n t i f r i c ç ã o ,  será  
c o n s i d e r a d o  q u e  os m e s m o s  s e j a m  p e r f e i t a m e n t e  r í g i d o s ,  bem como  
d e s p r o v i d o  de a m o r t e c i m e n t o .  Na r e a l i d a d e ,  isto con st itu i em uma 
s i m p l i f i c a ç ã o  que  f a c i l i t a r á  a a b o r d a g e m  a n a l í t i c a  do modelo. A 
f l e x i b i l i d a d e  dos  s u p o r t e s  se rá  t r a t a d a  o p o r t u n a m e n t e .  Assim, a 
e q u a ç ã o  de m o v i m e n t o  do s i s t e m a  linear terá a f o r m a  (em n o t a ç ã o  
mat r i c i a l > s
i: m li C x } + CICICX} = C0 } . .. Eq.< 3.1) 
As  m a t r i z e s  Cm3 e CKII sã o p o s i t i v a s  d e f i n i d a s »  v i s t o  que seus  
e l e m e n t o s  sã o  c o e f i c i e n t e s  de uma  e q u a ç ã o  de f or ma  q u a d r á t i c a  p o s i t i ­
va de f i n ida C 11 3« _ ___ __  .. _ ----- - - - ----------
a .1) Mat r i z de Inérc i a
A m a t r i z  de inércia se rá  d ia gon al (s i st em a u n i d i r e c i o n a l ), 
c o m  os s e g u i n t e s  v a l o r e s  em CKg3s
li m II =
E s t e s  v a l o r e s  são o b t i d o s  c o n s i d e r a n d o - s e  m a s s a s  c o n c e n t r a d a s  
no C.G. de c a d a  s e g m e n t o  de e i x o  c o n s i d e r a d o .  P o r t a n t o ,  a cad a grau. 
de l i b e r d a d e  é c o r r e s p o n d i d o  um grau na o r d e m  da matr iz.
13,7
71, 2
41,1
41 , 1 :i<g:i Eq. (3.2)
7 1 , 2
13,7
a. 2) M a t r i z  de F 1 e x i b i 1 i d a d e t
Os e l e m e n t o s  da m a t r i z  de f l e x i b i l i d a d e  são o b t i d o s  a t r a v é s  
de f ó r m u l a s  da R e s i s t ê n c i a  do s M a t e r i a i s  C i2 3, c o m o  segues
S e j a  o d i a g r a m a  de c o r p o  li vre de uma v i g a  s i m p l e s m e n t e  
a p o i a d a ,  com  uma  c a r g a  c o n c e n t r a d a  P, c o n f o r m e  Fig. 3.3, abaixo!
Fig. 3.3  - D i a g r a m a  de c o r p o  livre. V i g a  s i m p l e s m e n t e  a p o i a d a  
co m  c a r g a  conccntrada.P.i.__ ________- - - ' ‘
Os v a l o r e s  de d e s l o c a m e n t o  ao longo da viga (curva elás tica )
são d a d o s  por:
í- p / 0  < x a
5 = Pb x C 2 K l - x > -  b2 ~ ( l - x ) 2 3 ... Eq . (3.3)
ÓEI1
2 - P/ a < x <_ 1
5 -“•= P a (l--x) ['.21b - b - ( l - x ) 2 :i ... Eq. <3.4)
6 EI 1
S a b e - s e  que:
C F 5 = C K 3 C S 5  ... Eq. (3.5)
C K 3 _i = Coü ... Eq. (3.Ó)
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A Eq. <3.6) d e f i n e  qu e o inverso da m a t r i z  de r i g i d e z  é igual 
à m a t r i z  de f l e x i b i l i d a d e .  0  ve tor  C55 c o r r e s p o n d e  à d e f l e x ã o  das 
m a s s a s  d i scr et i z a d a s  .
De <3.6) e <3.5), t i r a - s e  C I O *"1 CF> = C55
logo, tal CF} = C 6 } . .. Eq. <3.7)
Ist o implica em d iz er  qu e p a r a  uma f o rç a u ni tá r i a ,  os v a l o r e s  
de & s e r ã o  n u m e r i c a m e n t e  iguais aos e l e m e n t o s  da m a t r i z  de 
f l e x i b i l i d a d e .  Pa r a ca d a f o r ç a  u n i t á r i a  a p l i c a d a  nos p o n t o s  < C . G ys) 
c o n s i d e r a d o s  de c a d a  massa, os e f e i t o s  na s d e m a i s  s e r ã o  c a l c u l a d o s .
A m a t r i z  de f l e x i b i l i d a d e ,  assim, é f o r m a d a  p e l os  
c o e f i c i e n t e s  de influ ênc ia . A c a d a  c a r g a  u n i t á r i a  a p l i c a d a  p e r m i t i r á
o- c ô m p u t o  d e " uma  c o l u n a  da m a t r i z  Ccxll, c o n f o r m e  Fig. 3.4 a se gui r s
.169,5, 126 , 361 t 487 , 361 , 126 .169,5
Fig„ 3.4 -- R e p r e s e n t a ç ã o  E s q u e m á t i c a  Pa ra  D e t e r m i n a ç ã o
C o e f i c i e n t e s  de I n f l u ê n c i a  da M a t r i z  de F l e x i b i l i d a d e  
G L »
—  40 ...
dos 
-  6
P o d e - s e  p r o v a r  p e l o  T e o r e m a  da R e c i p r o c i d a d e  de Maxw ell  que  a 
m a t r i z  de f l e x i b i l i d a d e  é s i m é t r i c a  C Í3 II, isto és
***i j "" ®j i « . ■ Eq . ( 3» 8)
C o m  e s t e s  d a d o s  as 3 p r i m e i r a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  c o m os 
r e s p e c t i v o s  m o d o s  de v i b r a ç ã o  f or am  c a l c u l a d a s ,  f o r n e c e n d o - s e  os 
s e g u i n t e s  v a l o r e s s
MODO
Fig. 3. 5 - F r e q ü ê n c i a s  N a t u r a i s  e M o d os  de V i b r a ç ã o  p e l o  M é t o d o  de 
I t e r a ç ã o  M a t r i c i a l
3 - 2 . 2  - M é t o d o  de M a t r i z e s  de T r a n s f e r ê n c i a  [ Í4 ]
C o n f o r m e  d e s c r i t o  no A p ê n d i c e  A v ê -s e que, l e v a n d o - s e  em c o n ­
ta as c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  de um e ix o bi a p o i a d o ,  o d e t e r m i n a n t e  será
de 2 2  o r d e m  e, c o m o  s e u s  e l e m e n t o s  são fu n ç õ e s  de w, as r a í z e s  da
e q u a ç ã o  a s s i m  f o r m a d a  s e r ã o  as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  d e s e j a d a s
A c u r v a  de c o n v e r g ê n c i a  das r a í z e s  ( f r e q ü ê n c i a s  n at u ra is ) foi
o b t i d a  u t i l i z a n d o - s e  m i c r o c o m p u t a d o r  Itautec I - 70 0 0 PC x t , e sua
r e p r e s e n t a c ã o  e n c o n t r a - s e  na F i g . 3.6 a seguir: 118,_________________________________________________________
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„  W (íàd/s)Fig. 3.6  - C o n v e r g e n c i a  da s Freq. N a t u r a i s  - 6 GL.
M a t r i z  de T r a n s f e r ê n c i a
Mi c r o s  Itaut ec  I - 7 0 0 0  PC xt
- 4 2 -
Os v a l o r e s  e n c o n t r a d o s  u t i l i z a n d o - s e  e s t e  m é t o d o  são c o n f o r m e  
Tab. 3.1, abaiiíos
F r e q . Hz Mét „ Mat. Transf.,
ia 71 ,00
2 a 2 2 9 , 2 6
3a 5 3 4 , 9 0
T a b e l a  3.1 -- F r e q ü e n c i a s  Naturais.,
M é t o d o  de M a t r i z e s  de Tr anJPer ênc i a
3 - 2 . 3  - M é t o d o  do D e t e r m i n a n t e  C a r a c t e r f s t i c o  II 11 II
A t r a v é s  do d e s e n v o l v i m e n t o  do p r o b l e m a  de a u t o v a l o r e s  e 
a u t o v e t o r e s  ( A p ê n d i c e  A), chega--se ao s e g u i n t e  d e t e r m i n a n t e  caract e 
r í st i co s
à (A) ( AS j j •• Dj j ---------------- ----------  ----  .~._ E_q . (3.9)
o n d e  Sjj é o d e l t a  de K r o n e c k e r  
De o u t r a  forma, p o d e - s e  e s c r e v e r s
A = J A LIII - L D li | “ 0 ... Eq. (3.10)
ou
â = | LD1 - A ti I li | " 0 . . . Eq. (3. 11)
on de " IIIII ~ Mat r i z Iden t i d ade
IID H " Mat r i z D i n â m i c a  
A = l/ w 2
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C o n s i d e r a n d o - s e  6 G L , t e m- se «
A (A) =
c x í  í  m  1 "  A a 1 2 m 2 a í  3 m 3 a í  4 m 4 a 1 5 m 5 a i 6 m 6
a 2 1 m  í p  m  p  -  A a  2  3  m  3 a 2 4 m 4 a 2 5 m 5 a 2 6 I V l 6
a 3 i m i a 3 2 m 2
C X 3  3  m  3 — A
a 3 4 m 4 « 3 5 IVH5 a 3 6 m 6
a 4  í  m  1 a 4 2 m 2 a 4 3 m 3 « 4 4 1 1 1 4 - - A a 4 5 m 5 a 4 6 m 6
c x ç - “  -j m  ^
c x 5 2 m 2 a 5 3 m 3 « 5 4  m 4 a 5 5 m 5 - A a 5 6 m 6
_ a 6  í  m  1 " 6 2 m 2 a 6 3 m 3 a 6 4 m 4 a 6 5 m 5 L Á ^  / j U I Ó  ' "  A
Eq. (3.12)
Os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  e n c o n t r a m - s e  na Tab. 3.2 abaixo!
FN (Hz) M é t o d o  Det. . Caract.,
ÍS __________ 7-1,0- ----- ----
2S 2 2 9 , 3
39 5 3 4 , 0
T a b „ 3.2 - F' r e q ü e nc ias N a t u r a i s
M é t o d o  do D e t e r m i n a n t e  C a r a c t e r í s t i c o
3 „ 2 . 4 - M é t o d o  de Du n ke r k ey
C o n f o r m e  d i s c u t i d o  no A p ê n d i c e  A , es te  m é t o d o  nos f o r n e c e  
a p e n a s  a f r e q ü ê n c i a  n at ur al  ou f r e q ü ê n c i a  f u n d a m e n t a l ,  s en do c o n ­
s i d e r a d o  um l i m i t e  inferior do valor real. 0 f l u x o g r a m a  a d o t a d o  en~ 
c o n t r a - s e n o a p ê n d i c. e C .
V al or e n c o n t r a d o”. F V e q ü e n c i a  F u n d a m e n t a l  - 67 Hz
3 . 2 . 5  - M é t o d o  de R a y l e i g h
Da m e s m a  f o r m a  que o m é t o d o  a n t e r i o r  este t a m b é m  f o r n e c e  
•apenas a iS FN, s e n d o  e s t a  c o n s i d e r a d a  um limite igual ou sup er i or  ao 
v a lo r real. 0 f l u x o g r a m a  u t i l i z a d o  é c o n f o r m e  a Fig. C--5, A p ê n d i c e  C.
V a l o r  e n c o n t r a d o s  FN = 7 í , 0  Hz
As si m,  os r e s u l t a d o s  dos 5 m é t o d o s  t r a t a d o s  p o d e m  ser c o m p a r a d o s  
c o n f o r m e  T a b . 3.3, a s e g u i r “
Mét odo ÍS FN 2a FN 33 FN
I t e r a ç ã o  Ma tr i c i a l Hz 7í ,0 2 2 9, 3 5 3 4 , 9
rpm 4260 í 37 63 3 2 0 9 4
M a t . de Transf.. Hz 7í ,0 2 2 9, 0 5 3 4 , 9
rp m 4260 í 3756 3 2 0 9 4
D e t „Car ac t er í st i co 1-1 z 7i ,0 22 9, 3 5 3 4 , 9
rpm 4 2 6 0 ____ --- í 37 63  - - 3 2 0 ? ’4 ~
D'urYk~er 1 ey Hz 67,0 ••
r p m 4023 -
R a y 1 e i gh Hz 7 í , 0 -
rpm 4260 ...
Tab. 3. 3 - C o m p a r a ç ã o  das f r e q ü ê n c i a s  na tu r a i s ,  c o n f o r m e  o m é t o d o  
ut i1 i z ad o
E s t e s  r e s u l t a d o s  f o r a m  o b t i d o s  c o n s i d e r a n d o - s e  o eixo  t e n d o  
s e ç ã o  c o n s t a n t e .  Os c á l c u l o s  f o r a m  r e a l i z a d o s  a p e n a s  para as 3 
pri me i r a s f r e q ü ê n c  i as nat ura  i s , post o que o equ i pament o g ir a a 36 00  
r p m  <60 Hz). Co nt ud o,  os m é t o d o s  a p r e s e n t a r a m  r e s u l t a d o s  p r a t i c a m e n ­
te idênt ic os,  e x c e ç ã o  f e i ta  p a r a  o M é t o d o  de D u n k e r l e y ,  co mo  era de 
se e s p e r a r .  Em uma r á p i d a  a n á l i s e  de um sis t em a,  tal m é t o d o  p o ­
d e r á  ser u t i l i z a d o  d e v i d o  à sua s i m p l i c i d a d e ,  v e r i f i c a n d o - s e  o 1 i m i -•
- 4 5 -
te inferi or  da f r e q ü ê n c i a  f u n d a m e n t a l r f i c a n d o  o M é t o d o  de R a y l e i g h  
c o m  o l i m i t e  s u p e r i o r  (mais p r ó x i m o  do real). E n t r e t a n t o  há que se 
o b s e r v a r  as l i m i t a ç õ e s  de a n á l i s e ,  as q u ai s são os p a r â m e t r o s  m o d i f i ­
c a d o r e s  da s f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s ,  s e n d o  t r a t a d o s  no p r ó x i m o  tóp ico » 
Q u a n t o  à a p l i c a b i l i d a d e  do s dem ais , M a t r i z e s  de T r a n s f e r ê n c i a  se 
d e s t a c a  d e v i d o  à sua v e r s a t i l i d a d e ,  ou s e j a , c a d a  e l e m e n t o  do s i s t e m a  
p o d e  ser t r a t a d o  i s o l a d a m e n t e  (mancai, disco, ei xo  e s c a l o n a d o ,  
e f e i t o s  d i n â m i c o s  a s s o c i a d o s  a e s s e s  e l e m e n t o s ,  etc). Pa r a a g r a n d e  
m a i o r i a  d o s c a s o s  as m a t r i z e s  t r a t a d a s  com  e s t e  m é t o d o  s e r ã o  de 4 2  
or d em , o q u e f a c i l i t a  o t e m p o  computacional.,
3 . 3  -■ P a r â m e t r o s  M o d i f i c a d o r e s  das F r e q ü ê n c i a s  N a t u r a i s
-----------0 mcfdêlo a d o t a d o  a n t e r i o m e n t e  leva em c o n t a  uma sé rie de
s i m p l i f i c a ç õ e s ,  as q u a i s  induzem a um r e s u l t a d o  que pode diferir 
se ns  i v e 1 m e n t e  do vaior r e a 1 . A l g u n s  p a r â m e t r o s  f ís ico s se rão a go ra  
c o n s i d e r a d o s ,  v i s a n d o  a d e t e r m i n a ç ã o  das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  o mais 
p r ó x i m o  do real po ss í v e l .  E n t r e t a n t o ,  a c o n d i ç ã o  de s i m e t r i a  do rotor 
a i n d a  se rá  c o n s i d e r a d a .  A s s i m  sendo, os f a t o r e s  que a l t e r a m  o valor 
das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  são:
3.3« í - E f e i t o s  In érci a is R o t a t ó r i o s
Ta is  e f e i t o s  a c r e s c e n t a r ã o  mais 2 G.L. em r e l a ç ã o  ao m o d e l o
e s t u d a d o ,  d e v i d o  ao d e s l o c a m e n t o  an gu la r 0 do d i s c o  do rotor e »
c o n s e q u e n t e m e n t e ,  ao par M D , c o n f o r m e  Fig» 3«7, a seguira
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DISCO DISCO
F i g » 3„7 - R e p r e s e n t a ç ã o  e s q u e m á t i c a  do s i s t e m a  l e v a n d o - s e  em c on ta  
os efei t os in er ci ai s dos d i s c o s .
Idi e Idg sã o os m o m e n t o s  de inérc ias  d i a m e t r a i s  ou t r a n s v e r s a i s  dos
d i s c o s  í e 2? r e s p e c t i v a m e n t e .  N e s t e  caso p a r t i c u l a r ,  Idj “ Idp „
C o n f o r m e  o A p ê n d i c e  B r Id-j _~_Idp_.= JU.ZZ36Kg-m*'--------------------------- —
S u c i n t a m e n t e ,  c o n f o r m e  Re f II í 3 1 , o e f e i t o  da inércia 
r ot a t or i a exp 1 i c: a — se d a seg u i n t e f ornia! uma v i g a sub met ida a 
v i b r a ç õ e s  l a t e r a i s  a s s u m i r a  uma  c u r v a  de d ef le x ã o .  C o n s i d e r e m o s  um 
e l e m e n t o  de v i g a  no p l a n o  <X~Y), na Fig. 3.8, abaix o:
F- i g » 3.8 •- V i b r a ç a o  lateral de uma v i g a  com inércia r o t a t ó r i a .
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A i n c l i n a ç a o  da c u r v a  de  d e f l e x ã o  e A s s i m  a r o t a ç ã o  do
lí)e l e m e n t o  ® e f e i t o  da inércia r o t a t ó r i a  é d ev i d o  a es te
m o v  i men t: o v i br at ór i o ou osc: i 1 an t e (jjj O x  de d>£ no p l a n o  (X-Y). Es te  
r a c i o c í n i o  é e x t e n s i v o  a t o d o s  os e l e m e n t o s  qu e e s t ã o  so bre  a viga 
(eixo), i n c l u i n d o - s e  os d is cos , s e n do  n e s t e s  o e f e i t o  ma is  
p r o n u n c i a d o »  No ca s o p r e s e n t e ,  a inércia r o t a t ó r i a  do e i x o  está s e n d o  
d e s p r e z a d a ,  c o n s i d e r a n d o - s e  a p e n a s  o e f e i t o  s o b r e  os discos» tal 
e f e i t o  é e q u i v a l e n t e  a um a c r é s c i m o  de ma ssa  e, d e s t a  forma, c a u s a r á  
um d e c r é s c i m o  da f r e q ü ê n c i a  do con ju n to . As sim, a n o v a  ma t r i z  de 
inércia s e r á  s
Cm 3 diag. C 1 3 , 7 j 71,2; 41, 1; 41,1; 71,2; 13,7; 1,7736; 1,77363 ...
a n t e r i o r ,  a d i c i o n a n d o - s e  m a i s  d u a s  linhas e d ua s c o l u na s,  d ev i d o  ao 
a c r é s c i m o  de 2 G»L_. e o b e d e c e n d o  ao T e o r e m a  da R e c i p r o c i d a d e  de 
M a x w e l 1 »
a . 1 ) D e t e r m i n a ç ã o  dos e l e m e n t o s  r e s t a n t e s  da m a t r i z  de f l e x i b i l i d a d e
Ê q . (3.13)
A n o v a  m a t r i z  de f l e x i b i l i d a d e  terá os m e s m o s  e l e m e n t o s  qu e a
Da Re s i st ênc: i a dos Mat er i a i s L 12 3 » t emos
ig. 3.9 - R e p r e s e n t a ç ã o  e s q u e m á t i c a  par a d e t e r m i n a ç ã o  da i nc lin açã o 
de v i g a s  (eixos) d e v i d o  à inércia r o t a t ó r i a .
De até  B_:i
y = M n L (6 a 
6 EI
3 a 2 x3"J
1
Eq . (3.14)
De B até  Cs
Y = Mn C 3 a 2  + 3 x 2
-------- 6'ET
x 3 (21 ■<: 3 a 2 )- 
1 1
Eq. (3.15)
0 em B
M n (a 1_ )
36  UI 1
A i n c l i n a ç ã o  e n t r e  <ò < x < a s er á dada por s
Mn (6 a - 3aj^ -• 21 - 3 x 2 )
dx 6 EI 1 1
Eq „(3.16)
. Eq .( 3 . 1 7 )
A s s i m  sendo, as 3 f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  t o m a m  os s e g u i n t e s  v a l o r e s  
a d o t a n d o - s e  o M é t o d o  de I t e r a ç ã o  Matricial::
„ 4 9
Hz rpm R e d u ç ã o  %
ÍS FN 68 ,3 4101 - 3 , 8
2fi FN 22Í ,9 Í 33Í 6 -3 ,2
3 2  FN 5 1 7 , 8 3 1 0 6 8 -3,2
Tí*b. 3 »4 - F r e q ü ê n c i a s  N a t u r a i s  c / e f e i t o  da inércia r o t a tó ri a»
V ê - s e  que  o e f e i t o  da inércia r o t a t ó r i a  é d i m i n u i r  os v a l o r e s  
d a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s »  0  a c r é s c i m o  da inércia é a n á l o g o  ao 
acr ésc i mo  da m a s s a  »
t f f' f EI d i g n o  de n ot a qu e o e x p o s t o  ac ima  e v a l i d o  para  a n a l i s e
e s t á t i c a  de v i g a s  (eixos). 0 c a s o  em e s t u d o  t r a t a - s e  do ei x o girante, 
o n d e  se d e v e r á  levar em c o n t a  o m o m e n t o  de inércia p ol ar  dos d i s c o s  
do ro tor » A m b o s  os m o m e n t o s  (polar e d i a m e t r a l )  s e r ã o  n e c e s s á r i o s  
—p-arr o c a l c ü T o  dos e f e i t o s  g iroscóp icos, que a p a r e c e m  q u a n d o  da 
a n á l i s e  d i n â m i c a  do s i s t e m a ,  c o m o  se rá  vi sto  a seg uir . Co ntu do,  o 
e f e i t o  da inércia r o t a t ó r i a  será  im po rt an te  p a r a  os n o s s o s  
propósitos,. v i s t o  que c o m p a r a r - s e - á  no p r ó x i m o  c a p í t u l o ,  os r e ­
s u l t a d o s  n u m é r i c o s  (ou a n a l í t i c o s )  com os o b t i d o s  com o a u x í l i o  de 
um A n a l i s a d o r  de F o u r i e r „
3.3» 2 - E f e i t o  G i r o s c ó p i c o  (ou de Co ri óli s)
N o  A p ê n d i c e  A d i s c o r r e u - s e  s u c i n t a m e n t e  s o b r e  o e f e i t o  
g i r o s c ó p i c o .  Tal a s s u n t o  ve m s e n d o  e x a u s t i v a m e n t e  e s t u d a d o ,  c o n f o r m e  
Ref. C Í5 3 a i" 21 3, d e n t r e  outras..
A i m p o r t â n c i a  se j u s t i f i c a ,  po i s d u r a n t e  o t r a n s i e n t e  da p a s ­
s a g e m  do r ot or  p e l a s  f r e q u ê n c i a s  na tu ra is , o c o m p o r t a m e n t o  do s i s t e m a  
se a l t e r a  substancialmente., K.Nona mi L Í8 II ci t a o c o m p o r t a m e n t o  não 
e s t a c i o n á r i o  das  v i b r a ç õ e s  n e s t e  t r a n s i e n t e ,  o que  m o d i f i c a  s e n s i v e l ­
m e n t e  as c o n d i ç õ e s  de fluxo» N ã o  m e n o s  im po rt an te  é a c o n s t a t a ç ã o  
d e s t e  m e s m o  autor, a t r a v é s  de f o r m u l a ç ã o  m a t e m á t i c a  de que o m o v i m e n ­
to de p r e c e s s ã o  do eixo, d u r a n t e  a p a s s a g e m  p e l a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u ­
rais,. p o d e  se a l t e r n a r »  ou seja, ora a p r e c e s s ã o  tem o s e n t i d o  de r o ­
t a ç ã o  do e i x o  ( po si t iv a) » ora é r e t r ó g r a d a  (n ega ti va) . Q ua n t o  me nor 
for a a c e l e r a ç ã o  de p a s s a g e m »  maior ser á a a l t e r n â n c  ia.
S « Y a n a b e  L 19 II _c:omplem e n t a __o - e s t u d o— de' 'oütrós- au tor es ,
f o r m u l a n d o  e q u a ç õ e s  que a t e s t a m  que o e f e i t o  g i r o s c ó p i c o  t e n d e  a 
d e c r e s c e r  a a m p l i t u d e  de v i b r a ç ã o  d u r a n t e  a p a s s a g e m  da v e l o c i d a d e  
cr í ti c a » o que se c o ns ti tu i nu m b e n e f í c i o  pa r a o si ste ma » por r a z õ e s  
ób v i as .,
b .1) E q u a ç õ e s  do m o v i m e n t o  do e i x o  com E f e i t o  G i r o s c ó p i c o  
Se j a a r e p r e s e n t a ç ã o  d i s c r e t i z a d a  no s i s t e m a  (8 GL)s
DISCO 1 DISCO 2í^ )e2
v  •  • — •  • j  • — ^
m 2 m 3 m 4 m 5 m 6
F i g ., 3 . 1 0  - D i scret i z a ç ã o  do s i s t e m a  com 8 6 L.» c o n s i d e r a n d o - s e  o 
e f e i t o  g i r o s c ó p i c o »
As e q u a ç õ e s  qu e g o v e r n a m  o m o v i m e n t o  ( i n c l i n a ç ã o  e d ef l e x ã o )  
do e i x o  f o r a m  b a s e a d a s  na R ef .E  22 3» L e v a n d o - s e  em c o nt a o e f e i t o  
g i r o s c ó p i c o  e o m o d e l o  de 8  GL , a c i m a  d i s c r e t i s a d o , tem-ses
O f"$ '"jY í ~ a l í m í ^ í w<:" + a í 2m 2 Y 2 wC" + a í 3 m 3 Y 3 wC" + cxi4 m 4 Y 4 W c- + 51115Y^ w'-'" +
a í ó m ó Y ó w‘' "" » i 7 w(Ipfl “ Idw ) O-cx^qw (Ipfi-Idw) 8 . .„ E q .( 3. í8 )
Y 2 ” cx2 í í Y í w ' ;- + c*2 2 m 2 Y 2 wC' + a 2 3 m 3 Y 3 we  ^ + a 2 4 m 4 Y 4 w +  a 2 5 m 5 Y5 w ^ +
c*26m 6 Y 6 wí"' “ a 2 7 w J p ^  l'dw) 8  —cx^qw ( Ip>fí-Idw) 8 ... E! . (3.Í9)
y 3 “ cx3í n ■í v íw +  a 3 2 m 2 Y 2 wcí + “3 3 m 3 Y 3 w 'r” + » 3 4 m 4 Y 4 wC-‘ f cx3 5 m 5 Y 5 w ''> +
tX36m ó Y 6 w‘" -• « 3 7 w ( I p í} - Idw) 8 ~ot3 Qw( Ipíi-Idw) 8 ... Eq .( 3 . 2 0 )
Y4 ~ CX4 1 111 ^  Y i w';- + « 4 2 m 2 Y 2 w ^ + a 4 3 m 3 Y 3 w ^ + a 4 4 m 4 Y 4 w c‘ + CM^m^Y^w*-
a 4 ó m 6 Y ó w '"' ” « 4 7 wypO_r_-Idw.)-0=.a4gw-<-I-pfl—I-dur)"8 " . . . Eq „ (3.2i)
y 5 := cx5 í m í Y í wr" + a 5 2 2  Y 2 wc~ + « 5 3 m 3 Y 3 weí + « 5 4 m 4 Y 4 w‘r“ + « 5 5 m 5 Y 5 w 2
a 5 6 m ó Y 6 wt" ~ cxg 7 w ( I p ft - Idw) 8 --oi=;f)W( Ipíi-Idw) 8 ... E q .( 3» 22 )
y 6 :: a 6 ím íY íw‘" + a 6 2 m 2 Y 2 w<r" + a ó 3 m 3 Y 3wc' + « 6 4 m 4 Y 4 w2 + a 6 5 n'5Y 5 w2 +
c*óóm ó Y ó w1"' "" a 6 7 w ( I p ^“Idw > 8 ”«ó 8 w ( ídw ) 8 ... E q . < 3 . 2 3 >
, . r"t /•) /*j r\0 j - a 7 í.111 i Y iw '"' + a 7 2m 2 Y 2 wr" + tx7 3 m 3 Y 3 w<f_ f a 7 4 m 4 Y 4 w c + a y m <■,Y w c- •<•
cx7 ó m 6 Y ó w'- -• « 7 7 W (Ipfi-Idw) 8 -c*7 qw( Ipfi-Idw) 8 ... Eq „< 3 « 2 4 )
ff /•) rj /•)
0 2  - a 8 ím íY íwí" f a 8 2 m 2 Y 2 wC" f <x8 3 m 3 Y 3 wt’ + a 8 4 m 4 Y 4 wr" 4 « 3 5 m5 Y w r~ +
cxq ^  ni ^  Y ^  w - CX3 7 w (]. p Q. — I d w ) 8 —ag $ w (I p fi — I d w ) 8 ... E! q . ( 3 . 2 -5 )
P a r a  a r e s o l u ç ã o  do s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  acima, o c á l c u l o  m at ri c i a l  é
b a s t a n t e  c o n v e n i e n t e .  F a z e n d o - s e  A ~ .1. e l e v a n d o - s e  em c o n t a  o
M e t o d o  do D e t e r m i n a n t e
C a r a c t e r í s t i c o ,  e s t e  t e r á  a s e g u i n t e  formas
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C o m o  o b s e r v a d o  a n te r iormente, p r e t e n d e - s e  o c ô m p u t o  das 
v e l o c i d a d e s  c r í t i c a s  c o n s i d e r a n d o - s e  p r e c e s s ã o  s ín c r o n a ,  isto é Q := w
0 d e t e r m i n a n t e  <3.26) é geral,. p o d e n d o - s e  d e t e r m i n a r  as 
v e l o c i d a d e s  c r í t i c a s  p a r a  q u a l q u e r  r e l a ç ã o  fü/w„
A s s  i m , a p a r c e l a  r e l a t i v a  ao efe i t o g i roseópi co f i cará s 
Id í I|:) Q _i\ = Id í _í] = (lp - Id) ... Eq .<3 .2 7)
I Id w J | Id /
C o n s i d e r a n d o - s e  a m a t r i z  de p o n to  d e r i v a d a  no A p ê n d i c e  A 
< í -2) p ar a o ef e i t o g i rose óp i c o < Mat: r i z d e Tr an sf er ên cia) e apl ican - 
d o - s e  os p r o g r a m a s  em " B a s i c "  c o n f o r m e  Fig. C- í. ,■ F i g . C - 2  e F i g . C - 3  
( A p ê n d i c e  C) , c h e g o u - s e  aos_segjaint-e-s-resultados^
METODO .12 F.N. 25 F.N. 35 F.N,,
S/EF.G. C/EF.G. ACRESC. S/EF.G. c /f f „g . ACRESC. S/EF.G. C/EF.G. A C R E S C .
ITERAÇAO HZ 71.0 73,7 3,8 X 229,35 235,60 2.7 7. 534,91 540,9 1.1 7.
MATRICIAL RPM 4260 4426 13763 14137 32094,6 32454
MATRIZES DE HZ 71 ,0 73,7 3,8 % 229,20 235,60 2,7 Z 534,91 540,9 1 . 1 7.
TRANSFERENCIA RPM 4260 4426 13756 14137 32094.6 32454
DETERMINANTE HZ 71,0 73,7 3,3 X 229,32 235,60 2,7 7. 534,91 540,9 1.1 %
CARACTERÍSTICO RPM 4260 4426 13759 14137 32094.6 32454
T a b « 3.5 -• C o m p a r a ç ã o  e n t r e  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  com e sem e f e i t o  
g i r o s c ó p i c o  - Eül cte.
N o t a - s e  que o ma io r a c r é s c i m o  da FN é de 3 r 8 % r e l a t i v o  ao í.2
m o d o  de v i b r a ç ã o .  De a c o r d o  com  a F i g . A - 5  ( A p ê n d i c e  A) v ê - s e  que está
p e r f e i t a m e n t e  c o e r e n t e ,  c o n s i d e r a n d o - s e  os d i s c o s  I e V, c o r r e s -
p o n d e n d o  ao s i s t e m a  em est u do » Ta is  r e s u l t a d o s  r a t i f i c a m  a teoria, 
c o n f o r m e  R a o II 20 II e M y K l e s t a d  II 21 II» d e n t r e  outros» Q u a n t o  aos m é ­
t o d o s  a d o t a d o s ,  os tre s a p r e s e n t a m  o m es mo  r e s u l t a d o  final.,
3.3., 3 - E f e i t o  das  m a n g a s  do ei x o < EI - cte)
E c o m u m e n co n t r  a r e m - s e n a 1 i t e r a t u r a r e s o 1 u ç õ e s d e p r o b 1 e m a s 
de d i n â m i c a  de r o t o r e s  as q u a i s  não levam em c o n t a  a r e d u ç ã o  da se ção  
do e i x o  p a r a  s e d e  do s m a n c a i s  ( m u n h õ e s ) . Isto po de  induzir a e r r o s  
c o n s  i d e r á v e  i s , post o qu e a d i mi n u ç ã o  do d i ârnet ro da s  ext rem i d a d e s  
do e i x o  impli ca em r e d u ç ã o  da r i g i d e z  do si st ema » d e c r e s c e n d o  a s s i m  a 
f r e q ü ê n c i a  n a tu ra l do c o n j u n t o »  A p l i c a n d o - s e  o M é t o d o  de M a t r i z e s  de
T r a n s f e r ê n c  ia_U q u i u m  a . - p r.o v a- d-fí - stra-' v e r  s a t T T T d a d e  ) , a p e n a s  a IS e
ú l t i m a  m a t r i z e s  s e r ã o  m o d i f i c a d a s  em seus v a l o r e s  de m o m e n t o  de inér ­
cia da s e ç ã o  do eixo» Assim» a Tab,, 3 » 6  f o r n e c e  os v a l o r e s  e n c o n t r a ­
dos »
FN ! EI - C T E E F E I T O  M A NG A R E D U Ç Ã O
ifi IIH^H 71,0 6 / y 9 - 4 , 4 %
2 -- iiHqH 2 2 9 » 3 217, 2 - 5 , 5 %
SSIIH;:^] 15 3 4 , 9 4 7 3 ,9 - 1 2 ,8 %
Tab» 3 » 6  - FN c o n s i d e r a n d o  E f e i t o  de R e d u ç ã o  das M a n g a s  do eixo.,
0  b s e I- v a - s e q u e a s f r e q ü ê n c i a s n a t u r a i s m a i s e 1 e v a d a s s ã o m a i s 
s e n s í v e i s  à r e d u ç ã o  de s eç ã o das  e x t r e m i d a d e s  do eixo»
Is t o c o n s t i t u i - s e  num  f at or importante, p r i n c i p a l m e n t e  q ua n d o  
h á  f r e q ü ê n c i a  de p a s s a g e m ,  de e n g r e n a m e n t o , d e v i d o  aos r o l a m e n t o s ,  
etc. Q u a n t o  m a i or  a d i f e r e n ç a  e n t r e  o d i â m e t r o  da m a n g a  e o do c o r p o  
p r i n c i p a l  do e i x o  m a i o r e s  s e r ã o  as d i f e r e n ç a s  nas  f r e q ü ê n c i a s  
n a t u r a i s ,  em c o n s e q ü ê n c i a  do a u m e n t o  da f l e x i b i l i d a d e  do con junto.
3 . 3 . 4  - E f e i t o  da F l e x i b i l i d a d e  dos  S u p o r t e s
N ã o m e n o s  i m p o r t a n t e  qu e o a nt er i o r ,  o e f e i t o  da 
f l e x i b i l i d a d e  dos s u p o r t e s  p o d e  induzir a e r r o s  g r o s s e i r o s ,  q u a n d o  
n ã o  c o n s i d e r a d o  na e s t i m a t i v a  das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s .  0 m o d e l o  
d i s c r e t i z a d o  p a r a  6 GL, co m a p o i o s  f le x í v e i s ,  é r e p r e s e n t a d o  na Fig.
3.íí, a i n d a  l e v a n d o - s e  em c o n t a  que o rotor é s i m é t r i c o s
169,5^ 126  ^ 361  ^ 487 361  ^126 ,169,5
m1 m 2  m 3  m 4  m 5  m 6
K ^  K1800
Fig. 3.1Í M o d e l o  d i s c r e t i z a d o  com 6 G L , com E f e i t o  de F l e x i b i l i d a d e  
do s S up o r t e s .
Pe s te l II Í4 D t r a t a  m a g n i f i c a m e n t e  do d e s e n v o l v i m e n t o  do 
c á l c u l o  m a t r i c i a l  ( M a t r i z e s  de T r a n s f e r ê n c i a )  c o n s i d e r a n d o - s e  tal 
e f ei to , i nc lu s i v e  a b o r d a n d o  p r o b l e m a s  de i n s t a b i l i d a d e  n u m é r i c a  (e 
s u a s  s o l u ç õ e s )  q u a n d o  a p a r e c e m  a p o i o s  i nt er me d i á r i o s .  P a r a  v a l o r e s  da 
c o n s t a n t e  de r i g i d e z  K, P a r s z e w s k  i C 23 II, em seu e x c e l e n t e  t r a b a l h o
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a d o t a  p a r a  m a n c a i s  a n t i f r i c ç ã o  K = 2 x 10^ N/m. P o d e - s e  obter na 
p r á t i c a  o v a lo r da c o n s t a n t e  de r i g i d e z  e s t á t i c a  dos  s u p o r t e s  da 
s e g u i n t e  formas
S a b e - s e  que  F = KX, o n d e  X_ é o d e s l o c a m e n t o  e F, a f o r ç a  
a t u a n t e .  No c a s o  em es tu do,  F é a r e a ç ã o  de a p o i o  em c a d a  mancai. Com
o a u x í l i o  de uma  t a l h a  ou p o n t e  r o l a n t e  p o d e - s e  içar o c o n j u n t o  
ro t or ? m e d i a n t e  o uso de um t e o d o l i t o ,  o d e s l o c a m e n t o  do su p o r t e  é, 
d e s t a  for ma , f a c i l m e n t e  o b t i d o  e, c o n s e q ü e n t e m e n t e ,  K. C u m p r e  
le m br ar , e n t r e t a n t o ,  que o v a lo r r e s u l t a n t e  é pa r a o c a s o  es tá ti co . 
Os  e f e i t o s  d i n â m i c o s  induzem e s f o r ç o s  a d i c i o n a i s »  c o n f o r m e  p o d e m o s  
o b s e r v a r  no t r a b a l h o  de t e s e  de Cr ater II 24 II, on d e os m a n c a i s  são de 
f r i c ç ã o s  a pel í c u '1 a de ól_ep _vari a c o m—os—es-for‘ços"ã'nTâmTcos« Tal fa t o 
n o s  induz a q u e s t i o n a r  d u a s  s i t u a ç õ e s s  d e s b a l a n c e a m e n t o  do c o n j u n t o  e 
p a s s a g e m / t r a b a l h o  do c o n j u n t o  p r ó x i m o  da f r e q ü ê n c i a  na tu ra l.  Em a m b o s  
os c a s o s  os e s f o r ç o s  d i n â m i c o s  s e rã o  c o n s i d e r á v e i s  s o br e os m a n ca is » 
l e v a n d o  o e i x o  a p o s i ç õ e s  d i f e r e n t e s  d a q u e l a  q u a n d o  em re po u so . A s s i m  
se ndo » v a r i a n d o - s e  e n t r e  2 x i0s e 3,33 x í<b7 N/m (c o r r e s p o n d e n d o
r e s p e c t i v a m e n t e  às d e f l e x õ e s  de 7,5 e 45 um, p a r a  a c a r g a  do rotor em 
q u e s t ã o ) ,  o e f e i t o  p o d e  ser o b s e r v a d o  na Fig. 3.Í2, a seguir, 
u t i l i z a n d o - s e  o M é t o d o  de M a t r i z e s  de T r a n s f e r ê n c i a .
FN
(Hz)'
500 _ -  4 7 3 ,9 5
400 ^
300 - 257,0
217,22 - --
200 -
115,3
100 67 ,99 52,7
1 i I I -1--------------1—“1 1 1 1 1 1
0 7,5  15 22,5  30 37,5  45
Desloc. jj,m
F i g . 3 . Í 2  - I n f l u ê n c i a  da F l e x i b i l i d a d e  dos Sup or t es .
Tal qual o e f e i t o  da s  m a n g a s  do eixo, a f l e x i b i l i d a d e  dos 
s u p o r t e s  t e n d e  a a b a i x a r  o va lor das  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s :  q u a n t o  
m a i s  f l e x í v e i s  os ap oi os, ma i o r . s e  r á -a- - r e d u ç ã o— das'"'Tr êq u en c i as de 
o r d e m  s u p e r i o r .  E s t e  é um fa to r que, em h i p ó t e s e  a lg um a, p o d e r á  ser 
d e s p r e z a d o  q u a n d o  se tr a t a r  de um p r o b l e m a  real, d e v e n d o  ser p r e v i s t o  
d u r a n t e  a f a s e  de p r o j e t o  de um e q u i p a m e n t o  r o t a t i v o ,  e v i t a n d o  
s u r p r e s a s  d e s a g r a d á v e i s  no f u tu ro .
E s t e s  r e s u l t a d o s  r a t i f i c a m  o t r a b a l h o  de C a r u s o  L" 25 11. A 
m a n e i r a  p r á t i c a  de se c h e c a r  o valor real ser á c o m e n t a d a  no C a p „ 5.
3 . 3 . 5  - E f e i t o  da e x c e n t r i c i d a d e  do d i s c o  do rotor
A n a l o g a m e n t e  à d e r i v a ç ã o  da m a t r i z  de p o n t o  (seção 
í - 2 - A p ê n d i c e  A q u a n d o  se c o n s i d e r a  o e f e i t o  g i r o s c ó p i c o ,  a excent r i ••
“ 58--
c i d a d e  do c e n t r o  de m a s s a  do ro tor r e s u l t a r á  em um par adie 
c o n f o r m e  E 26 II, ou sejas
Ü F. -■ m e ^ w‘- Eq
o n d e « M ~ m o m e n t o d a m a s s a e x c ê n t r i c a
m :: m a s s a
e = e x c e n t r i c i d a d e  do c e n t r o  de m a ss a
D e s t a  forma, a m a t r i z  de p o nt o  do d i s c o  de um r oto r com
g i r o s c o p  i co e e x c e n tri c idade, e
II m II
0 0
0
0  ( Ip-Id ) + ( m e r- ) w'- i
m w‘ 0 0____
0
0
0
----------1
Eq
ou, a p e n a s  a excentricidade!!
II m II
0
0
mw'-
O o
0
0
0
1
0
<ò
0
í
Eq
A e x c e n t r i c i d a d e  c a l c u l a d a  pa ra  o d is co  + cubo em q u e s t ã o  é
e 4 8 , í 3 m m me-"- = 0 , í 139 Kgm*-'
A s s i m  sendo, o q u a d r o  a seg ui r f o r n e c e  os v a l o r e s  c o m p a r a t i v o s  
ms f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  sem e com e x c e n t r i c i d a d e  (EI -- cte):
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i o n a l ,
(3-28)
e f e i t o
(3„29)
(3.30)
e n t r e
FNCHzi] s /e xce nt  . c / ex ce n
ÍS 7 1,0 71, í
2 ci 2 2 9 ,3 2 2 9 , 7
3 a 5 3 4 ,9 5 3 5 , 4
Tab. 3. 7 - Q u a d r o  c o m p a r a t i v o  das Freq. N a t u r a i s  com e sem e x c e n t r i ­
c i d a d e  - EI - cte
N e s t e  caso, a e x c e n t r i c i d a d e  p r a t i c a m e n t e  não a l t e r o u  os 
v a l o r e s  da s f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s .  Co n tu do , e x i s t e m  s i t u a ç õ e s  
( c o n f o r m e  Ref. £ 26 em qu e os v a l o r e s  são s e n s i v e l m e n t e  a lt e r a d o s ,  
p r i n c i p a l m e n t e  em se t r a t a n d o  de r o t o r e s  em ba lan ço .
A /3 . 3 . 6  -• I n f l u e n c i a  do N u m e r o  de G.L. -• Rotor com C o t a s  R e a i s  (c a so
não  si mét rico) _______________________________________________
É s o b e j a m e n t e  c o n h e c i d a  a i nf luê nci a da v a r i a ç ã o  do n ú m e r o  de 
g r a u s  de l i b e r d a d e  no c ô m p u t o  das f r e q ü ê n c i a s  n at ur a i s ,  ou seja, 
a u m e n t a n d o - s e  o n ú m e r o  de p a r â m e t r o s  d i s c r e t o s ,  a u m e n t a - s e  a p r e c i s ã o  
do c á l c u l o ,  v i s t o  que  em a s s i m  p r o c e d e n d o ,  o s i s t e m a  de p a r â m e t r o s  
d i s c r e t o s  t e n d e r á  p a r a  o s i s t e m a  co nt ín uo , c u j a  s o l u ç ã o  é exata. A s ­
sim, c o m o  foi d e s c r i t o  no A p ê n d i c e  A, a u t i l i z a ç ã o  dos E l e m e n t o s  F i ­
n i t o s  c o n v e r g e  s e n s i v e l m e n t e  m a i s  r á p i d o  que o u t r o s  m é t od os , d e v i d o  
ao e l e v a d o  n ú m e r o  de G.L. e n v o l v i d o .  Cr aig C. 27 a p r e s e n t a  um e x e m ­
pl o t í p i c o  de c o n v e r g ê n c i a ,  a qual, em geral, é d e c r e s c e n t e .  A c o n ­
v e r g ê n c i a  é c r e s c e n t e  q u a n d o  se a pl i c a  o M é t o d o  de I t e r a ç ã o  M a t r i -
ciai, ou D e t e r m i n a n t e  C a r a c t e r í s t i c o ,  po i s os a u t o v a l o r e s  <X) são i n ­
v e r s a m e n t e  p r o p o r c i o n a i s  ao q u a d r a d o  das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  (A - 
í / w 2 ) .
E n t r e t a n t o  es ta  a f i r m a ç ã o  é v á l i d a  para o caso  de a u t o v e t o r e s  
à d i r e i t a .  C a s o  c o n t r á r i o  ( a u t o v e t o r e s  à e s q u e r d a ) ,  a c o n v e r g ê n c i a  
s e r á  d e c r e s c e n t e .  No c a s o  em qu es t ão , a d o t a n d o - s e  as c o ta s r e a i s  do 
p o s i c i o n a m e n t o  dos d i s c o s  do ro tor (F i g » 3 „ í3), os v a l o r e s  das f r e ­
q ü ê n c i a  n a t u r a i s  par a 3, 6 , Í0 e 12 G.L. <e EI -- cte:), u t i l i z a n d o - s e  
M a t r i z e s  de T r a n s f e r ê n c i a  s ã o s
f n i : h z 3 3 G.L 6 G.L 10 G.L í 2 G . L
i a 6 9 , 6 8 6 8 , 0 4 6 8 , 0 0 6 8 , 0 0
2a 2 9 3 , 2 8 __2 2 5 j,_76_ _ ___ 2-25,-66 - ----- 2 2 5 ,¥ 2
--------- 3fi 6 2 5 , 4 7 5 4 3 , 9 í 5 0 9 , 8 4 5 0 9 , 0 0
"fab. 3.8
nu
rn;:>
m 3
I n f l u ê n c i a  do N u m e r o  de G.L. - EI ~ c: t e - C o t a s  R e ai s do 
R o t o r .
2 2 , 0 4 CKg 3 
49, 86CKg II 
53 , 0 9 L'Kg 3
DIS
-------
CO
— I
DIS
—
CO
m1 m 2  m 3  m 4  m 5  m 6  
1800
m 4 = 5 3 , 0 9 CKg 3
l2  
1 3
U
. í 4 5 C m 3
. íí8Cm3
. 279i75Em3
. 5 5 í í5Lm3
m 5 = 6 9 , 0 3 C K g  3 15 a „ 3 7 8 6 7 5 C m 3
mó = í5 , 4 0C Kg  3 16 = . í83Cm3
l7 = . í 45 Cm II
Fig. 3 . Í 3  -■ D i scret i z a ç ã o  co m  c o t a s  r e a i s  do rotor.
V e - s e  que, com Í0 G.L„, o c ô m p u t o  das FN, em t er m o s  dos 
o b j e t i v o s  em q u e st ão , já a p r e s e n t a  e s t a b i l i d a d e  pa r a os 3 valores. 
C o m p a r a n d o - s e  o c a s o  de r o to r s i m é t r i c o  com  o real (e 6 G.L.), 
t e m - s e  s
F N C H z H D i s c r e t .R o t or Sim. D i s c r e t .Real Dif. %
1 2 7i r<à<Ò 6 8 ,04 -4,1
2S 2 2 9 , 3 0 2 2 5 , 7 6
33 5 3 4 , 9í 543,9.1. + 1 , 6
Tab. 3.9  - F r e q ü ê n c i a s  _ nat urju-si— Ret-or-— Srnrét'r1co x Rotor c / c o t a s  
— - " reai s (s/ e f e i t o das  m a n g a s  e i nér cia rot at ór ia).
A Tab. a ci ma  m o s t r a  o e f e i t o  da d i s t r i b u i ç ã o  de m a s s a  s o b re  o 
ro to r, s e n d o  s i g n i f i c a t i v a  a q ue d a do valor da Í2 FN, pa ra  o ca so  em 
est u d o „
3 . 3 . 7  •• P i scret i z a ç ã o  c o n s i d e r a n d o  c o t a s  r e a i s  (rotor a s s i m é t r i c o ), 
e f e i t o  c o m b i n a d o  da inércia r o t a t ó r i a  e r e d u ç ã o  das m a n g a s  do eixo
T e n d o  em v i s t a  o c a s o  real, ou seja, rotor com os d i s c o s  
p o s i c i o n a d o s  c o r r e t a m e n t e ,  m a n g a s  com s eç ão  r e d u z i d a  e e f e i t o  da 
inércia r o t a t ó r i a  dos di sc os,  o seguinte- m o d e l o  (Fig. 3.Í4 ), 
d i s c r e t i z a d o  com 6 G.L., foi a d o t ad o«
o ld Cs!r— ld o
. . . -------- {1---- •- A
ia
• #---- i»------
m 1 m 2  m 3 m 4 m 5  rn 6
1800
= 22,04!" Kg 3 u  = . 1 4 5 C m 3
m2 = 49,86IIKg3 1 2 = . 1 í 0 1" m 3
m 3 = 53 , 091“Kg 3 1 3 = . 2 7 9 1 7 5 L m 3
014 = 5 3 , 09l!Kg 3 1 4 := „ 5511511 m 3
m 5 = 69,0.31: Kg 3 1 5 = . 378675i:m3
IVl£', = í 5 , 4 0 C K g 3 ! i í 1 t—t |í -^-lrS3Üm:i-----
1 7 í 4 5 r. m 3
F i g 3. 1 4 D i scret i z a ç ã o  c o r r e t a .  E f e i t o  da inércia r o t a t o r i a  e m a n ­
g a s  co m s e ç õ e s  r e d u z i d a s .
E s t a  s i t u a ç ã o  e a m a i s  p r ó x i m a  da real p o s sí ve l (caso 
e s t á t i c o ) ,  s e r v i n d o  de b a s e  de c o m p a r a ç ã o  com as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  
o b t i d a s  co m o a u x í l i o  de um A n a l i s a d o r  de F o u r ier (Cap„ 5)» Os 
v a l o r e s  e n c o n t r a d o s  forams
F N C H z 3 Rot or S i mét r i c o Rotor Real D i f . %
IS 7 1 , 0 0 6 4 , 6 2 - 8 , 9
2S 2 2 9 , 2 © 20 7 ,3 4 -9 , 5
3S 53 4 ,9 1 4 2 6, 4 0 - 2 0 , 2
T a b . 3 . 1 0  C o m p a r a ç ã o  e n t r e  as FN do m o d e l o  a d o t a d o  o r i g i n a l m e n t e  
co m o c a s o  r e a l „
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V ê - s e  c l a r a m e n t e  a d i s c r e p â n c i a  <2; 6,4Hz) p ar a a ÍS FN e 
í 0 8 , 5 H z  p a r a  a 3 S FN. D e v e - s e  p or t a n t o ,  o b t e r - s e  um m o d e l o  pa ra  
d is c r e t i z a ç ã o  o m a i s  p r ó x i m o  p os sív el  da r e a l i d a d e ,  Q u a l q u e r  
s i m p l i f i c a ç ã o  p o d e  induzir a r e s u l t a d o s  b a s t a n t e  d i s c r e p a n t e s ,  co m o 
v i s t o  até  o p r e s e n t e «  R e s t a - n o s  a p e n a s  te cer b r e v e s  c o m e n t á r i o s ,  
ú t e i s  e n t r e t a n t o ,  s o b r e  a f l e x i b i l i d a d e  do s  d i s c o s  do rotor.
3 . 3 . 8  - I n f l u ê n c i a  da F l e x i b i l i d a d e  dos D i s c o s  do Rotor
E s t e  t óp ic o,  d e v i d o  à sua c o m p l e x i d a d e ,  c o w p r e e n d e r i a  um 
e s t u d o  à p a r t e  que, por si p r ó pr i o,  t er ia  c o rp o p a r a  ser e n g l o b a d o  em 
uma  tese. C o m o  ex em p l o ,  a R e f . II 28 3 c o r r e s p o n d e  a um r e s u m o  de tese
----de—d o u t o r a d o  e H ã b o r a d a  por D.R.Chi vens, on d e são t e s t a d o s  d i s c o s  co m
v á r i o s  g r a u s  de ri gi d ez . E n t r e t a n t o ,  c u m p r e  lembrar que ta i s d i s c o s  
são c o n s t i t u í d o s  a p e n a s  de c u b o  e c h ap a c i r c u l a r  f i n a  e plana.
Su a  c o n c l u s ã o  p r i n c i p a l  é de que a f l e x i b i l i d a d e  dos d i s c o s  
p o d e  a l t e r a r  s e n s i v e l m e n t e  os v a l o r e s  das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  do 
s i s t e m a  e i x o - d i s c o s  q u a n t o  m ai or  a f l e x i b i l i d a d e  do s d i s c o s  m e n o r e s  
s e r ã o  as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  do co nj u n t o .  A d i f i c u l d a d e  ma ior r e s i d e  
no m o d e l a m e n t o  m a t e m á t i c o  do c o n j u n t o :  p a r a  o e x e m p l o  su p r a - c  itado as 
e q u a ç õ e s  e n v o l v i d a s ,  b a s e a d a s  na s leis de Ne wt o n  e P r i n c í p i o  de 
H a m i l t o n ,  já sã o s u f i c i e n t e m e n t e  c o m p l i c a d a s  e t r a b a l h o s a s  pa ra  uma 
t e n t a t i v a  de a p l i c a ç ã o  d a s  m e s m a s  c o n s i d e r a n d o - s e  os d i s c o s  do e s t u d o
- 6 4 -
em a p r e ç o ,  c u j a  c o n f i g u r a ç ã o  é d e m a s i a d a m e n t e  c o m p l e x a .  Este é um 
a s s u n t o  p a r a  ser a b o r d a d o  u t i 1 iza nd o-s e o M é t o d o  dos E l e m e n t o s  
F i n i t o s  C 29 II, o qu e f o g e  ao e s c o p o  d e s t e  tr ab a l h o ,  f i c a n d o  como 
r e c o m e n d a ç ã o  p a r a  uma  p e s q u i s a  s u b s e q ü e n t e .  Foi v i s t o  e n t r e t a n t o ,  no 
C a p . 2 , q ue  os d i s c o s  sã o  a l t a m e n t e  f l e x í v e i s ,  seja pe l a p e q u e n a  
e s p e s s u r a  da c h a p a  p r i n c i p a l ,  se ja  pe l a f i x a ç ã o  e m a t er ia l u t i l i z a d o  
( T i t â n i o  A S T M - B 3 4 8  G r a u  2), o n d e  o M o d u l o  de Y ou ng  é p r a t i c a m e n t e  a 
m e t a d e  do E-xc o . De o u t r a  forma, p o d e - s e  ter idéia do gr au  de 
i n f l u ê n c i a  d e s t a  f l e x i b i l i d a d e  no c ô m p u t o  das f r e q ü ê n c i a s  na tu r a i s »  
l a n ç a r - s e - á  mã o  das  FN o b t i d a s  co m o a u x í l i o  do FFT  c o n f o r m e  se rá  
v i s t o  p o s t e r i o r m e n t e  em d e t a l h e s ,  no Cap. 5. C o n s i d e r a r - s e - á  a p e n a s  a 
iS FN p a r a  o c o n j u n t o ^  d iscret i_zaç-ão r ea l >- ef e rto -di “ma n g a  e inércia 
r o t a t ó r i a  (Tab. 3.1 0);  o p a r â m e t r o  c o m p a r a t i v o  se rá  o ei x o sem os 
d i s c o s ,  c o n f o r m e  T a b . (3.11) a segu ir :
E i x o  + D i s c o s E i x o  s / D i s c o s
FN II Hz 11 C a l c u l a d a FFT D i fer . C a l c u l a d a FFT D i f er .
ia 6 4 , 0 2 5 7 , 3 - 1 1 , 3 % 7 3 , 3 2 67,1 - 8 , 4 %
Tab. 3.11 - FN c a l c u l a d a s  x m e d i d a s  co m FF T ••
E i x o  + D i s c o s / E i x o  sem  D is c o s
O b s e r v a - s e  q ue  as d i f e r e n ç a s  p e r c e n t u a i s  v a r i a m  para os do is
c a s o s  c o m p a r a d o s :  c o n j u n t o  c o m p l e t o  (eixo com os d is co s) e a p e n a s
ei xo, qu a n d o ,  t e o r i c a m e n t e  d e v e r i a m  ser iguais. A d e f a s a g e m  é de
11,3 -8 ,4  = 2 , 9 %  „ E s t e  v al or  d ev e ser a t r i b u í d o  à f l e x i b i l i d a d e
d o s  d i s c o s ,  r a t i f i c a n d o  o t r a b a l h o  de Chi vens  í 28 2 , f l e x i b i l i d a d e  
e s t a  qu e  p o d e r á  ser v i s u a l i z a d a  q u a n d o  do t r a t a m e n t o  da A n á l i s e  Modal 
do c o n j u n t o  <Cap. 5). Assim, os f a t o r e s  p r i n c i p a i s  que p od em  
m o d i f i c a r  os v a l o r e s  das  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  p o d e m  ser r e s u m i d o s  na 
Tab. 3.Í2, a seguir::
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A f l e x i b i l i d a d e  do s s u p o r t e s  não  foi n u m e r i c a m n t e  incluída na 
Tab„ 3 » í 2  por d e s c o n h e c e r ~ s e  o v alo r real da c o n s t a n t e  de r i g i d e z  do s 
s u p o r t e s .  C o n t u d o ,  é bom  ter em m e n t e  a F i g „ 3.12«
P e l o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n e s t e  c a p í t u l o ,  u t i l i z a n d o - s e  5 
m é t o d o s  d i f e r e n t e s  e c h e g a n d o - s e  aos m e s m o s  v a l o r e s  n u m é r i c o s  (e xc et o 
D u n k e r l e y ) ,  c o n c l u i u - s e ,  a pr io ri ,  que o s i s t e m a  t r a b a l h a  m u i t o  
p r ó x i m o  de sua v e l o c i d a d e  c r í t i c a  ( f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o  ~ 6 0 H z  ” 
36 0 0 rpm), c o n f i g u r a n d o - s e  um a s i t u a ç ã o  de r e s s o n â n c i a »
A n t e s  de t r a t a r m o s  da A n á l i s e  Modal do rotor pa r a aferir esta  
hipótese,- e s t u d a r - s e - á  pr imeiraraente o c o m p o r t a m e n t o  v i b r a t ó r i o  do 
Sist e m a 7  “at V a v é s  d a A n á l i s e  de Sinai s, o b j e t o  d o p r ó x i m o  c ap í t u 1 o .
CAPITULO ^
ANÁ L I S E  DE S I N A I S
4.Í - I N T R O D U Ç Ã O
A p ó s  o c ô m p u t o  d a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  l e v a n d o - s e  em c on ta  
f a t o r e s  que» sob d e t e r m i n a d a s  c o n d i ç õ e s ,  p o d e m  a l t e r á - l a s ,  j u l g o u - s e  
n e c e s s á r i o  o bt er  o e s p e c t r o  de p o t ê n c i a  do e x a u s t o r  em f u n c i o n a m e n t o ,  
o b j e t i v a n d o  i d e n t if ic ar  as f r e q ü ê n c i a s  c o m p o n e n t e s  do e s p e c t r o  e sua 
p a r c e l a  de c o n t r i b u i ç ã o  no nível global de v i b r a ç õ e s ,  bem co m o 
c o n h e c e r  e s t e  nível, c o m p a r a n d o - o  com v a l o r e s  e s t a b e l e c i d o s  em n o r m a s  
m r ê r n ^ c T õ n a i s  e por i n s t i t u t o s  de p e s q u i s a .  A r e p r e s e n t a ç ã o  
e s q u e m á t i c a  do c o n j u n t o  m o t o r / e x a u s t o r  e a c a d e i a  de m e d i ç ã o  p o d e m  
ser v i s u a l i z a d a s  na Fig. 4.Í, a seguir::
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Fig. 4.Í - E s q u e m a  geral do g r u p o  m o t o r / e x a u s t o r  com a c a d e i a  p a r a  
g r a v a ç ã o .
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I n s t r u m e n t a ç ã o  u t i l i z a d a s
- 1 a c e l e r ô m e t r o  B K - 4 3 7 0
- 1 p r é - a m p 1 ificador B K - 2 6 3 5
- í g r a v a d o r  B K - 7 0 0 3
4. 2 - T e m p o  de G r a v a ç ã o  do Sinal
Os p a r â m e t r o s  p r i n c i p a i s  e n v o l v i d o s  e s t ã o  r e p r e s e n t a d o s  na 
F i g . 4.2, a s e g u  i r "
Fig. 4. 2 - P a r â m e t r o s  pa r a A m o s t r a g e m  do Sinal.
C o n s i d e r a n d o - s e  que  a g r a v a ç ã o  FM p e r m i t e  o r e g i s t r o  do sinal 
ate' IO KHz, e s t e  valor foi a d o t a d o  c:omo s e nd o F ma>;.
As r e l a ç õ e s  s e g u i n t e s  são c o n f o r m e  Ref. C 30 35
E q . ( 4 . í )
2 At 
“ „ At 1 í
2 x 1 0 . 0 0 0
7 0 -
T = NAt ... E .q . ( 4 . 2 )
o n d e  N - n 2 de a m o s t r a s  ou n2 de p o n t o s  o b t i d o s
N = 2>:> „ . . E . q . (4.3)
o n d e  p é um n 2 inteiro.
P a r a  o F o u r i e r  A n a l y s e r  (LVA), P ma>í = 12 —»
N - 4 0 9 6  p o n t o s
A d o t a n d o - s e  p - íí — * N - 2 0 4 8  pont os , o bt em -s es  
T = 2 0 4 8  x 50 x Í 0 “ 6  — T = 0 , í 024S
I - t e m p o  p a r a  a q u i s i ç ã o  ou g r a v a ç ã o  de i a m o s t r a  do sinal.
P a r a  se ev i t a r  e r r o  de i d e n t i f i c a ç ã o  (Alia sin g)  do sinal, o 
qual c o n s i s t e  em d o b r a m e n t o  do e s p e c t r o  em t o r n o  da f r e q ü ê n c i a  de
N y q u i s t ,  a f r e q ü ê n c i a  de a m o s t r a g e m  ( f ____ =;---Í/At-)---devei— srer-
s u f i c i e n t e m e n t e  alta, de m o d o  a cob rir  toda a f ai xa  de f r e q ü ê n c i a s  do 
si na l. P a r a  se g a r a n t i r  e s t a  c o n d i ç ã o ,  d e v e - s e  r e m o v e r  f r e q ü ê n c i a s  
m a i s  a l t a s  qu e i / 2 At Hz a t r a v é s  do us o de f i l t r o s  " a n t i - a l i a s i n g "  
a n t e s  da c o n v e r s ã o  ana'1 óg i co- d i g i t al (Ref. C 3í 3).
* " • F ma;.; “ 1 = i = í0 . 0 0 0  Hz
2 At 2x 50x i
C o m o  o a c e l e r ô m e t r o  B K - 4 3 7 0  f o r n e c e  c o n f i a v e l m e n t e  f r e q ü ê n c i a s  
a t é  6 KHz, o f i l t r o  no c o m p u t a d o r  a d o t a d o  foi de 1250Hz, o qu e d e ix a 
uma  a m p l a  f a i x a  de g a r a n t i a  c o n t r a  o e f e i t o  de d o b r a m e n t o  
( " a l i a s i n g " )  do sinal.
~7i~
C o m  o o b j e t i v o  de se e l i m i n a r  os e f e i t o s  de r u í d o s  e x t e r n o s  
p r o v e n i e n t e s  de o u t r a s  f o n t e s  e que p o d e r i a m  c o m p r o m e t e r  o sinal 
a d q u i r i d o ,  n e c e s s á r i o  se faz que  se o b t e n h a  v á r i a s  a m o s t r a s  do mesmo, 
r e a l i z a n d o  m é d i a s  que  " a l i s a m "  o sinal, c o n f o r m e  F i g . 4 . 3  <Ref. 
il 32 1) o n d e  se n o t a  a r e d u ç ã o  na v a r i â n c i a  do sina'l„
REAL
IMAG.
— REAL
IMAG-
A ,V
Y
Freqüância
( 3 Medias)
Freqüêncio
( 50 Medias )
F i g . 4 . 3  - E f e i t o  do n ú m e r o  de m é d i a s  na r e d u ç ã o  do r u í d o  extern o.
A s s i m  sendo, p o d e - s e  a f i r m a r  que o t e m p o  n e c e s s á r i o  para  
e f e t u a r  u m a  g r a v a ç ã o  do sinal do e x a u s t o r  em q u e s t ã o  é “-
f g r a v  » nNAt
o n d e  n - nS de m é d i a s  ou de g r a u s  de l i b e r d a d e
Eq » (4.4 )
P a r a  100 mé d i a s ,  T<.jrav = 100 x 20 4 8 x 50 x i 0“í:> - 1 0, 24  s 
As F i g . 4 . 4  e F i g . 4 . 5  m o s t r a m  o e s q u e m a  da c a d e i a  de a n á l i s e  e o sinal 
ob t ido , r e s p e c t i v a m e n t e ,  u t i l i z a n d o - s e  o p r o g r a m a  "P ow er  S p e c t r u m "  no 
A n a l i s a d o r  de F o u ri e r»
F i g . 4. 4 - R e p r e s e n t a ç ã o  e s q u e m á t i c a  da c a d e i a  de p r o c e s s a m e n t o  do 
sinal g r a va do .
i o o v
1 0 “* S E  C
F i g . 4 . 5  - H i s t ó r i a  T e m p o r a l  (sinal no d o m í n i o  do tempo)
N
1250 Hz - M e d i d a  em V e l o c i d a d e  (m/s) 
2 0 4 8  p o n t o s
4.3 - R E S O L U Ç Ã O  - A f :
A r e s o l u ç ã o  é da da  por
A f  _ i_ 
T
. Eq .( 4. 5>
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C o m o  T = 0 , 1 0 2 4 s  p a r a  a a m o s t r a  a n t e r i o r ,  Af = í_ :: 1 _ 9, 7 6 Hz,
T 0 , 1 0 2 4
ou seja, um a r e s o l u ç ã o  m u i t o  pobre, p o d e n d o  induzir a e r r os  
g r o s s e i r o s  na a n á l i s e  e s p e c t r a l »  C o n f o r m e  T 31 3, a me l h o r  m a n e i r a  de 
se e s t a b e l e c e r  um v al or s e g u r o  pa r a Fm a x p r e s e n t e  nos d a d o s  é 
f i l t r a r - s e  o sinal o r i g i n a l  a n t e s  da d i g i t a l i z a ç ã o  com f i l t r o  
p a s s a - b a  i x a , c om  f r e q ü ê n c i a  de c o r t e  s u p er io r  igual a (isto
p a r a  e v i t a r  "aliasing")..
A ss i m ,  c o m  f c o r t e  “ ” ^250 Hz e N - 4 0 9 6  pont os,  tem-ses
F'max - N x Af ... E q. (4 .6>
1250 = 4 0 9 6  x Af Af = 0 , 6 1 Hz. .,.—o—Q u e—rvo s—f-o r n-e c~e~u m a
c o n f i a b i l i d a d e  m ai or na a n á l i s e  do s i n a l »
S e n d o  Af ™ i_ __» T - 1 - 1 = i r639 s
T Af 0,61
Pa r a 100 m é d i a s ,  TgraVn nl = 100 x 1, 639 - 1 6 3 , 9s - 2 , 7 3  min.
Por g a r a n t i a ,  a g r a v a ç ã o  foi de 3 minutos,.
4.4 - C A L I B R A Ç Ã O  DAS C U R V A S  O B T I D A S í
A F i g „4 „ 6 , a seguir, r epr esent a um s i n a 1 r efer ênc i a de 200 H z , 
o b t i d o  a t r a v é s  de um g e r a d o r  de s i n a i s  ("Sine R a n d o m  G en er a t o r  
B K - 1 0 2 7 ) ,  co m  in t e n s i d a d e  de 1 Vr m s e 80 dB de amplitude::
F i g . 4 . 6  - Sinal R e f e r ê n c i a  p a r a  C a l i b r a ç ã o .
A r e l a ç ã o  de e s c a l a  és
dB = 20 log V ... E q . (4.7)
Vr pf
o n d e*,i V i#* ^  ^  1 ^ r oi s 1
P a r a  a F i g . 4 . 5  a e s c a l a  de a m p l i t u d e  é d a d a  em Volts. 0 v al or  
real da v e l o c i d a d e  em Cmm/sll, é o b t i d o  da s e g u i n t e  formas q u a n d o  da 
g r a v a ç ã o  d a s  v i b r a ç õ e s  do e x a u s t o r ,  o g a n h o  do pr é  e s ta va , em uma das
m e d i d a s ,  em Í0 0 0  m V / u n i d a d e  de s a í d a  <= m/s), mas na e s c a l a  de "L o w e r 
Freq. L i m i t "  o f a t o r  da e s c a l a  é de 0,0Í ( v e l o c i d a d e ) ,
As s im , na s a í d a  t e m - s e s 
^ e loc  ~ >' 10~ 3 v / m / s  x 0 ,0 Í
^ e l o c  “ * V / í 0 mm / s 
Na F i g . 4 . 5 ,  o p i c o  m á x i m o  és 
^p i co ~ * r^ V o l t s
V ef = í ,3 x 0 , 7 0 7  = 0 , 9 2  V o l t s  (rms)
^ '■Vms — * Í0mn»/s
0 , 9 2  V rm s  ~ x x “ 9 , 2 m m / s  (rms)
A m p l i t u d e  de v e l o c i d a d e s p i c o  = 13 mm/ s 
rms  = 9 , 2 m m / s
4 - E S C O L H A  PO P A R A M E T R O  A SER M E D l D Q s D e s l o c a m e n t o ,  V e l o c i d a d e  ou 
A c e l e r a ç ã o s
As g r a n d e z a s  a s e r e m  c o n s i d e r a d a s  nas m e d i ç õ e s  de v i b r a ç õ e s  
sã o as a m p l i t u d e s  de s d e s l o c a m e n t o ,  v e l o c i d a d e  e a c e l e r a ç ã o .  Cada  
uma  da s q u a i s  possui v a n t a g e n s  e d e s v a n t a g e n s  (C 33 3), c o n f o r m e  a 
segui r s
a) D e s l o c a m e n t o s é g e r a l m e n t e  o me l ho r p a r â m e t r o  a ser u s a d o  p a r a  
m e d i d a s  de f r e q u ê n c i a s  m u i t o  b a i x a s  (menor que 600 cp m ou í0 Hz) on d e 
as a m p l i t u d e s  de v e l o c i d a d e  e a c e l e r a ç ã o  são e x t r e m a m e n t e  bai xas .
b) Ve loc  i d a d e s é u s u a l m e n t e  o mel ho r p a r â m e t r o  p a r a  a n á l i s e  de 
v i b r a ç õ e s  em m á q u i n a s ,  p a r t i c u l a r m e n t e  na f a ix a  de 600  a 6 0 . 0 0 0  cpm
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(Í0 a Í0 0 0 Hz). P a r a  a m a i o r i a  das m á q u i n a s  a c o n d i ç ã o  m e c â n i c a  é 
g e r a l m e n t e  m e l h o r  c o n s i d e r a d a  co m a v e l o c i d a d e  de v i b r a ç ã o ,  a qual é
um a  m e d i d a  de e n e r g i a  d i s s i p a d a  e c o n s e q ü e n t e  f a d i g a dos  c o m p o n e n t e s
da m á q u i n a .  P o d e  d e t e t a r  d e f e i t o s a ba ix as , méd i as e a l t a s
f r e q ü ê n c  i a s .
c) A c e l e r a ç ã o s  é a m el h o r  m e d i d a  pa ra  se d e te ta r p r o b l e m a s em a l t a s
f r e q ü ê n c i a s  (a ci m a do Í000  Hz).
M a t e m a t i c a m e n t e ,  tem- se:
D = X = X 0  sen wt —* d e s l o c a m e n t o . E q .( 4. 8 )
V - X = X 0  w cos  wt —» v e l o c i d a d e ■ a. E q. (4 „9)
A - X - “X 0 w';- sen wt —» a c e l e r a ç ã o u u m E q . ( 4 . Í0)
______________P o d e - s e—o b s e r v a r -  c liar ãmerTtê^a influência das a lt as  f r e q ü ê n c i a s
pe la  E q . ( 4 . í 0 ) ,  d a n d o  v a l o r e s  de a m p l i t u d e  em a c e l e r a ç ã o  m ui to  
s u p e r i o r e s  aos de a m p l i t u d e  em deslocamento,.
A Ref. C 34 3, d e n t r e  outras, nos f o r n e c e  l i m it es  p r á t i c o s  de 
u t i l i z a ç ã o  d e s t e s  p a r â m e t r o s ,  c o n f o r m e  Fi g. 4 . 7  a seguir*
o  t<
S O
> ° 
t i l  Ò
0  UJ V)(J v,a À=> pt o.-I
a. -i
1 *
Fig. 4. 7 - L i m i t a ç õ e s  em s i s t e m a s  e c r a n s a u t o r e s  pa r a a n a l i s e  ae vi 
b r a ç õ e s  em m á q u i n a s .
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FREOUENCIA - Hz / •«
A p r á t i c a  m o s t r a  que, c o m o  t u d o  na vida, o bom s e n s o  p r e v a l e ­
ce» As si m ,  c o s t u m a - s e  usar  m e d i d a s  de v e l o c i d a d e  e d e s l o c a m e n t o  até a 
•Faixa de 7 . 2 0 0  c p m  (Í20 Hz); a c i m a  d e s t e  va lo r, v e l o c i d a d e  e a c e l e r a ­
ç ã o  c o n s t i t u e m  a m e l h o r  e s c o l h a »  Em q u a l qu er  caso, e n t r e t a n t o ,  p r e v a ­
le c e os v a l o r e s  qu e a p r e s e n t a r e m  maior a m p li tu de .
4 . 6  - C U R V A S  O B T I D A S »
P e l o  e x p o s t o  ac ima , f o r a m  f e i t a s  m e d i d a s  ( ve rt ic ai s)  c o n f o r m e  
F i g . 4 . í ,  u t i l i z a n d o - s e  c o m o  p a r â m e t r o  as a m p l i t u d e s  de v e l o c i d a d e  e 
a c e l e r a ç ã o .  As c u r v a s  o b t i d a s  s ã o  m o s t r a d a s  a s eg uir » A F i g . 4 . 8  
m o s t r a  o e s p e c t r o  de p o t ê n c i a  (ou seja, o sinal no d o m í n i o  de t e m p o  é 
t r a n s p o r t a d o  p a r a  o d o m í n i o  da f r e q ü ê n c i a  pe la  a p l i c a ç ã o  da 
T r a n s f o r m a d a  de  F o u r i e r )  do sinal v i b r a t ó r i o ,  m e d i d a  em v e l o c i d a d e  
(m/s) e f r e q ü ê n c i a  de c o r t e  F (:; = 25 0 Hz» V ê - s e  que o Í2 h a r m ó n i c o  
a p a r e c e  na f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o  do c o n j u n t o  (60 Hz), s e n d o  s e g u i d o  
p e l o s  d e m a i s  h a r m ô n i c o s »  S e g u n d o  Ref» II 35 3, es te  c o m p o r t a m e n t o  é 
i n d i c a t i v o  de d e s a l i n h a m e n t o  ou eixo em pe n a d o ,  s e n d o  c o m u m  e s t e s  
p i c o s  a p a r e c e r e m  na f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o  (í x rpm) e n o  22 h a r m ô n i c o  
(2 x r pm ), a l g u m a s  v e z e s  em 3 e 4 x rpm» C o n t ud o,  ao o b s e r v a r - s e  a 
F i g . 4 . 9  , os h a r m ô n i c o s  p o d e m  ser p e r f e i t a m e n t e  i d e n t i f i c a d o s  em t o d o  
o e s p e c t r o  (Fc - 1 2 5 0H z) . Is t o s u g e r e  o al t o g r a u  de f l e x i b i l i d a d e  do 
c o n j u n t o .  Se n ã o ,  v e j a m o s *
a)íS m o d o  do? v i b r a ç ã o  s e r á  e x c i t a d o ,  s i m u l a n d o  desal i nhament o ou ei
o e m p e n a d o ;
b) a d i f e r e n ç a  e n t r e  e i x o  <í25mm) e $> m u n h ã o  ou m a n g a s  ( 7 ® mm) f a ­
v o r e c e  e s t e  t i p o  de c o m p o r t a m e n t o  dinâmico,, O u t r o  d e t a l h e  i n t e r e s s a n ­
te da Fig. 4.9 é que, c o m o  o sinal foi m e d i d o  em a c e l e r a ç ã o ,  o pic o 
do í2 h a r m ô n i c o  (60 Hz) tem a m p l i t u d e  menor que  o do 22 h a r m ô n i c o  
<í20 Hz), o que não foi o b s e r v a d o  qu a n d o  se m e d i u  em v e l o c i d a d e »
£3
-r---
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•f*.■ i\/ 4 N
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V\, ü. . '
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Fig., 4 „ 8  - E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  - 24 mé di as
F r == 250 Hz -• M e d i d a  em Velocidade- (m/s).
100 200 300 400 500 600 7 %  800 900 1000 1100 
HZ LIN
E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  •• Í0 0  m éd i a s  
r-(: ~ i.250 Hz -■ M e d i d a  em A c e l e r a ç ã o
•“80-
1200
4. 7 - D E T E R M I N A Ç A O  DA A M P L I T U D E  
T o m a n d o - s e  por b a s e  a F i g . 4 . 8 ,  tem- ses  
~ A m p l i t u d e  d o 1.2 h a r m ô n i c o  ( v e l o c i d a d e  rms) s 
A m p l . = - í I d B
dB - 2 0  log V onde! ^r e f ~ * Y r m s  (v olt s rms)
^r ef
•ii - 2 0  lo gV  —♦ V -■ 0 ,2 8 Í 8  Vrms
G anho do p r e - a m p 1 ificadors 3Í6 mV/unid. de saída - 0 , 3 1 6 v / Í0mm/s 
0,3í6V  - Í0mm/s
0 , 28Í 8U - veloc. veloc» ~ 8,92 mm/s (rms)
» " . A m p l i t u d e  de velocid ade rms = 8,92 mm/s 
----------------------------------------- pico = í 2,6 mm/'s
C o m p a r a n d o - s e  e s t e s  v a l o r e s  com os e n c o n t r a d o s  a n t e r i o r m e n t e -  
(Vr ms “ 9r2 m m / s  e V p jco ~ m m / s ) , v ê - s e  qu e os r e s u l t a d o s  são 
c o m p a t í v e i s ,  p o i s  no Í2 c a s o  as m e d i d a s  f o r a m  do nível global de 
v i b r a ç õ e s  e, no 2 2 , da f r e q ü ê n c i a  d i s c r e t i z a d a „
0  v a l o r  em d e s l o c a m e n t o  és 
X -• X 0 w cos  wt . - » 12,6 = X 0  x 2tt x 60 X n - 3 3 Mm (pico)
0 g r a u  de s e v e r i d a d e  d e s t a  a m p l i t u d e  se r á d i s c u t i d o  no final 
dest e cap ít u l o „
T e v e - s e  a o p o r t u n i d a d e  de se r e g i s t r a r  o sinal d a s  v i b r a ç õ e s ,  
n e s t a  m e s m a  ép oc a,  com  o a u x í l i o  de um A n a l i s a d o r  de V i b r a ç õ e s
B K - 2 5 1 5 ,  d u r a n t e  a d e m o n s t r a ç ã o  de u t i l i z a ç ã o  do me smo , pe l o r e p r e ­
s e n t a n t e  t é c n i c o  do f a b r i c a n t e .  A c u rv a o b t i d a  é c o n f o r m e  Fig. 4.10,
a s e g u i r  s
í l BriieUKjsr u } OP 0110
Fig. 4 . Í 0  - E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  o b t i d o  com o A n a l i s a d o r  B K-2 51 5.
F c; o r f e T“ 500 H z  - -
F i l t r o  s í / 2  b a n d a  de oitava.
N o t a - s e  c l a r a m e n t e  a ig ual dad e de e s p e c t r o s ,  d e n t r o  da f a ix a 
de f r e q ü ê n c i a s  c o n s i d e r a d a .
A m e d i d a  u t i l i z a d a  foi de a c e l e r a ç ã o  (m/s*'), c o m  o s e g u i n t e  
v a l o r  de a m p l i t u d e s
X = - x 0  wc” sen wt Xq = 3 3  ( p ico)
X = 33 x Í0 6 x (2rr x 6 0 ) ^  ~ 4,7 m /s ^ (pico) = 3 , 3 2  m / s 2 (rms)
o q u e  e s t á  c o m p a t í v e l  co m o v a lo r re g i s t r a d o .
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4 . 8 - I P E N T I F I C A Ç A O  DAS  F R E Q U E N C I A S  PE I N T E R E S S E :
D e n t r o  do s  a s p e c t o s  c o n s i d e r a d o s  nas f i g u r a s  a n t e r i o r e s ,  diver­
s o s  p i c o s  d i f e r e n t e s  dos h a r m ô n i c o s  da r o t a ç ã o  f o ra m r e g i s t r a d o s »
T a i s  p i c o s  sã o  d e v i d o s  a s
- r u í d o s  de f u n d o  ( o u tr os  e q u i p a m e n t o s  t r a b a l h a n d o  p r ó x i m o s  ao 
e x a u s t o r .  T a m b é m  c o n h e c i d o  c o m o  T r a n s m i s s i b i 1 idade Pa s si va )
- r u í d o  e l é t r i c o  (da p r ó p r i a  c a d e i a  de mediç ão)
- f r e q ü ê n c i a  de p a s s a g e m  da s  pá s
~ f r e q ü ê n c i a s  o r i u n d a s  do a c i o n a m e n t o  ( a c o p l a m e n t o  e m o t or  e lé tr ic o)
• f r e q ü ê n c i a s  d o s  . r.ol ament os 
•- s o m a  e d i f e r e n ç a  da s f r e q ü ê n c i a s  
 Ôu-t-ros.Fat ores— poderi am rnt r oíluz'i“r p T ccfs n o 'espêcft rc^ ~tãTs co-
mos b a s e  sem  a p e r t o  s u f i c i e n t e  e a t r i t o  e n tr e p a r t e s  r o t a t i v a s .  No 12 
caso, o p i c o  a c o n t e c e r i a  a p e n a s  a 2 x rp m C 35 3 e, no 22, o a t r i t o  
p r o v o c a r i a  c o m p o n e n t e s  de a l t a s  f r e q ü ê n c i a s ,  as q u a i s  não  são c o n s i ­
d e r a d a s  na a n á l i s e  p r e s e n t e ,  p e i a s  l i m i t a ç õ e s  c i t a d a s  a n te r iormente.
4. 8. 1 - F r e q ü ê n c i a  de P a s s a g e m  das  Pás
'^passagem “ n ~ ci^  F > á s  x rpm  =s 11 x 36 0 0 ~ 660 Hz
60 60
C o n s i d e r a n d o  o e s c o r r e g a m e n t o  do motor, f p a s s a g e m  " 35 5 0
60
1 fp a s s a g e m  6 5 0 , 8  Hz
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4 . 8 . 2  - F r e q ü ê n c i a s  d o s  r o l a m e n t o s
R o l a m e n t o  u t i l i z a d o !  S K F - Í 3 Í 6 K  (a u t o c o m p e n s a d o r  com 2 c a r r e i ­
r a s  de e s f e r a s ) „
As  f ó r m u l a s  s e g u i n t e s  f o r a m  d e s e n v o l v i d a s  por d i v e r s o s  a u t o ­
res, t o d o s  e l e s  b a s e a d o s  no t r a b a l h o  de Ar vid  P a l m g r e n  C 36 3. A 
F i g . 4 . í í  r e p r e s e n t a  e s q u e m a t i c a m e n t e  um r o l a m e n t o  com os p a r â m e t r o s  
p r i n c i p a i s .
Fig. 4.1Í - R e p r e s e n t a ç ã o  e s q u e m á t i c a  de um rolamento,,
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S e j a  a s e g u i n t e  s i m b o l o g i a s
f Q = f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o  do e i x o
f c ~ f r e q ü ê n c i a  f u n d a m e n t a l  do c o n j u n t o
f'l3 ~ f r e q ü ê n c i a  de Sp i n do e l e m e n t o  r o t a t i v o
fjr = f r e q ü ê n c i a  de p a s s a g e m  na p i s t a  e x t e r n a
f-|- = f r e q ü ê n c i a  de p a s s a g e m  na p i s t a  interna
D = D i â m e t r o  do p a s s o  interno (0 p r i m i t i v o  dos e l e m e n t o s  g i ra n te s)  
d -- D i â m e t r o  do e l e m e n t o  g i r a n t e  
N - nS de e l e m e n t o s  g i r a n t e s  
4> ~ â n g u l o  de c o n t a t o
f (-| ~ f r e q ü ê n c i a  de d e f e i t o  das  e s f e r a s
---- As -fLármu-l as ^ —segui r' f o r n e c e n f  as f r e q ü ê n c  i as de i nt er esse =
f c = frj. (l_d c o s  ip) . .. Eq .( 4 . í í )
D
f B - D
d
1 - (d c o s  v 
D
Eq .(4,12)
f E = (í- d co s v) 
D
(l+d^ c o s  v) 
D
Eq „ (4.14)
f d = D . f
d
í -  < d  C O S  4>)'"
D
Eq . < 4 . Í5)
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- P a d o s  do r o l a m e n t o s
d = 2 0 mnt <m e d i d o  no p r ó p r i o  r o l a m e n t o )
D = Í 2 5 m m  (Ref. C 4 II)
ip :: 0 O
N = 30 e s f e r a s
. . C om  e s t e s  dados, o b t e m - s e !
fQ - 59,-2 Hz (freq. de r o t a ç ã o  do eixo)
f c = 2 4 , 8  Hz
f B = 3 6 0 , 5  Hz 
f E = 74 6  Hz 
f;i; = í0 3 0  Hz 
f d = 3 6 0 , 5  Hz
S e g u n d o  C o l l a c o t t  C 37 3, a f r e q ü ê n c i a  de d e f e i t o  nas e s f e r a s / r o l o s  é 
d a d a  por:
N . . . E q .(4.16)
n/
ondes R ~ r a i o  do p a s s o  c i r c u l a r  (R ~ 62,5mm) 
r = r a i o  da e s f e r a / r o l o  (r - 1 0 mm)
N = r o t a ç ã o  do eixo, rpm  (N = 35 50  rpm) 
n ~ n 2 de e s f e r a s / r o l  os (n ~ 30)
Ass i m , f r| 7 2 0 , 6  H:,
V ê - s e  que, por e s t a  f ó r m u l a ,  a f r e q ü ê n c i a  de d e f e i t o  nas e s f e ­
ra s r e s u l t o u  no d o b r o  da c a l c u l a d a  a n t e r i or m e n t e « A J u s t i f i c a t i v a  do
“ 8 6 - -
a u t o r  é que  a i r r e g u l a r i d a d e  da e s f e r a  a t a c a  a p i s t a  interna e e x t e r ­
na, s i m u l t a n e a m e n t e .
0  o b j e t i v o  d e s t e  t ó p i c o  r e f e r e n t e  a r o l a m e n t o s  é a p e n a s  m o s ­
trar as f r e q ü ê n c i a s  q u e  p o d e m  a p a r e c e r  no e s p e c t r o .  A i d e n t i f i c a ç ã o  
de s u a s  fa l h a s ,  por t r a t a r - s e  de um a s s u n t o  que  por si só p e r m i t i r i a  
u m t r a b a l h o  à parte, p o d e  ser me l ho r a b o r d a d a  p e l o s  e s t u d o s  de Ba'l- 
d e r s t o n  e C o l 1 a c o t t j R e f . ( 37 ] a [ 41 ] e [ 44 ]J d e n t r e  outra s.
A a b o r d a g e m  de f a l h a s  em r o l a m e n t o s  implica em a c o m p a n h a m e n t o  
da v a r i a ç ã o  do e s p e c t r o  do sinal, o que fo g e ao e s c o p o  d e s t e  estudo.
4 . 8 . 3  - S o m a  e D i f e r e n ç a  de F r e q ü ê n c i a s
__________E—c o m u m ----a p a r e c e r  no es pec tr o de fr eq üên c ias pi cos
a p a r e n t e m e n t e  sem c o r r e s p o n d ê n c i a  com os p a r â m e t r o s  f í s i c o s  
u s u a l m e n t e  c o n h e c i d o s  c o m o  f o n t e s  de e x c i t a ç ã o  v i b r a t ó r i a .  E s t u d a n d o
o f e n ô m e n o  do b a t i m e n t o  em s i s t e m a s  mecânicos,- Ehri ch  í 42 2 e 
E s h l e m a n  C 43 2 c o n s t a t a r a m  que tais p ic os  são r e s u l t a n t e s  da soma 
e/ ou  d i f e r e n ç a  de du as  f r e q ü ê n c i a s ,  se ndo uma delas, a p r in ci pa l,  a 
da p r ó p r i a  r o t a ç ã o  do e q u i p a m e n t o ;  a s e g u n d a  (e/ou demais) são 
g e r a d a s  por s i s t e m a s  e n g r e n a d o s ,  d e f e i t o s  de r o l a m e n t o s ,  etc. Os 
h a r m ô n i c o s  ou m ú l t i p l o s  d e s t a s  f r e q ü ê n c i a s  p o d e m  o b e d e c e r  o q u a d r o  
4 „ í a se gu ir , c o n s i d e r a n d o - s e  que a d i f e r e n ç a  de f r e q ü ê n c i a s  seja uma 
b a n d a  lateral de uma f r e q ü ê n c i a  central f i c t í c i a  ( 0  - zero).
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F r e q ü ê n c i a s  l a t e r a i s F r e q ü ê n c i a s  C e n t r a i s Freq. l a t e r a i s
~ 0  < w 2 ~ w j )
(2 w j ~ w 2 > Wj wo (2 wp-w^)
(3wí~w£>) 2 w ( w ^ + w ^ )  (3w2~Wj )
(4w j - w o ) (2 w ^ + w 2 ) (w^ + 2 w 2 ) 3 ui2  <4 w 2 —Wj_) etc»
Q u a d r o  4.Í - M o d e l o  de C o m p o n e n t e s  de F r e q ü ê n c i a .
A F i g . 4 . í 2  a se gu i r  m o s t r a  o e s p e c t r o  de f r e q ü ê n c i a  co m os 
p i c o s  p r i n c i p a i s  i d e n t i f i c a d o s :  f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o  e s e u s  
h a r m ô n i c o s ?  f r e q ü ê n c i a  de p a s s a g e m  das pás; f r e q ü ê n c i a  de d e f e i t o  das  
e s f e r a s  <fc|>r c o n f i r m a n d o  a f ó r m u l a  p r o p o s t a  por C o l l a c o t t  II 37 3? 
f r e q ü ê n c i a  de p a s s a g e m  na p i s t a  e x t e r n a  do r o l a m e n t o  (fp)? f r e q ü ê n c i a
de p a s s a g e m  na p i s t a  interna do r o l a m e n t o  (fj) ,__t e n d o ___e_s_t.a__ 2 ___
f r e q ü ê n c i a s  l at er ai s,  p r o v o c a d a s  pela soma e d i f e r e n ç a  com a 
f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o  do c o n j u n t o .  C o n f o r m e  E s h l e m a n  [ 43 3, f-|- é 
m a i s  p r o p e n s a  a a p r e s e n t a r  ta is  f r e q ü ê n c i a s  la ter ai s.
PB
HZ LIN
Fig. 4 . 1 2  - E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  - 100 m é d i a s
F (:: - 1250 Hz - M e d i d a  em V e l o c i d a d e  (m/s).
-••89-
A l é m  d e s s a s  f r e q ü ê n c i a s ,  há g r u p o s  de b a i x a s  e a l t a s  
f r e q ü ê n c i a s  no s r o l a m e n t o s ,  d ev id o,  p r i n c i p a l m e n t e  à f a b r i c a ç ã o  
d e f e i t u o s a  e d e s g a s t e  (Ref. II 8  II, c o n f o r m e  q u a d r o s  (4.2) e (4„3)
ab a  i xos
V I B R A Ç Õ E S  O R I U N D A S  DE F A B R I C A Ç A O  DEF E I T U O S A
C a u s a  da A n o r m a l i d a d e F r e q ü ê n c i a s  G e r a d a s O b s e r v a ç õ e s
E i x o  t or t o ou r o l a m e n t o  
a s s e n t a d o  ou a j u s t a d o  
i n a d e q u a d a m e n t  e
fo ± N . fc
A p a r e c e  g e r a d a  
a freq. indica- 
d a
E l e m e n t o s  g i r a n t e s  com 
d i âmet ro s d e s  i gua i s 2 . fc - f D
A p a r e c e m  g e r a ­
da s as f r e q . i n 
d i cada?»
O n d u l a ç õ e s  na p i s t a  
i nt er na n.N.fI±fn
A freq. é g e r a ­
da q u a n d o  o n 2 
de o n d u l a ç õ e s  é 
n . N±i.
O n d u l a ç õ e s  na p i s t a  
externa. n . N . f n
O n d u l a ç õ e s  d o s  e l e m e n t o s  
g i r a n t e s 2 .n.fB±fc
Freq. g e r a d a
q d o  0  n o o n ..
d u 1 a ç õ e s_é„ _2 n ___
Q u a d r o  4. 2 - V i b r a ç õ e s  o r i u n d a s  de f a b r i c a ç ã o  d e f e i t u o s a  -•
< n é um n 2 inte iro  p o si ti vo )
C A U S A  DA A N O R M A L I D A D E fREQ. G E R A D A S O B S E R V A Ç O E S
D e f e i t o s  na p i s t a  i n t er 
n a »
Irre gul  ar i d a d e s  ou on-- 
d u 1 a ç õ e s
n . f 0  
n . N . f j 
n „N .f j±fn 
n . N . f j ±f n
Em q u a l q u e r  dos  c a s o s  
d e t e t a - s e  a freq. na tu  
ral e são g e r a d a s  c o m ­
p o n e n t e s  de alta  freq.
D e f  e i t o s  na p i st a ext er 
n a .
F a l h a s  p u n t i f o r m e s
n . N . f Q
Det et a- se  v i b r a ç õ e s  na 
freq. n a tu ra l e c o m p o -  
n e n t e s  de a l t a  f r e q „
D e f e i t o s  nos  e l e m e n t o s  
rot at i vos
2 »n . f p 
n . N . fp ±f (•;
Idem ao c a s o  a n t e r i o r
Q u a d r o  4. 3 - V i b r a ç õ e s  o r i u n d a s  de d e sg as te .
4 . 9  - L I M I T E S  T O L E R Á V E I S  DE V I B R A Ç Ã O
D a s  7 r e f e r ê n c i a s  c o n s u l t a d a s  (L 44 3 a f. 50 II), t o d a s  s e r v e m  
a p e n a s  de g u i a  geral q u a n d o  o f a b r i c a n t e  não e s t a b e l e c e  os seu s 
p r ó p r i o s  l i m i t e s .  A p e s a r  da id o n e i d a d e  das font es , há d i s c r e p â n c i a s  
e n t r e  el as; c o n t u d o ,  há um p o n t o  em comum: t o d a s  são b a s e a d a s  no fato 
de que  o m e l h o r  indicad or do g r a u  de s e v e r i d a d e  do nível de v i b r a ç õ e s  
p a r a  d e t e r m i n a d o  e q u i p a m e n t o  é o p r ó p r i o  o p e r a d o r  da mesma, o qual a 
a c o m p a n h a  d i a r i a m e n t e .  O u t r o  f at or  i n t e r e s s a n t e  a ser r e g i s t r a d o  é 
que, e m b o r a  d e t e r m i n a d a  m á q u i n a  a p r e s e n t e  um nível c o n s i d e r a d o  al to  
p e l a s  n o r m a s ,  nã o  s i g n i f i c a  n e c e s s a r i a m e n t e  que o r e p a r o  da m e s m a  
t e n h a  que  ser p r o g r a m a d o  o m a i s  b r e v e  p os sí v e l .  0 imp or ta nt e é o
__ grad-ie-n te—d e—v-ar-iação-dest e~TTÍvel'“õ^qTIãl é o b t i d o  a t r a v é s  de um
a c o m p a n h a m e n t o  p e r i ó d i c o  do c o m p o r t a m e n t o  d i n â m i c o  do e q u i p a m e n t o ,  a 
pa r t i r  de sua i ns t a l a ç ã o  ( m á qu in a nova) ou r e c é m - r e p a r a d a . 
E n t r e t a n t o ,  o va lor  das n o r m a s  con st itu i em se e s t a b e l e c e r  p a d r õ e s  
e s t a t i s t i c a m e n t e  s e g u r o s  v i s a n d o  a u m e n t a r  a c o n f i a b i l i d a d e  do 
e q u i p a m e n t o  c o n s i d e r a d o .  R e c e n t e m e n t e ,  (Í986), um g r u p o  do S ou th we st  
R e s e a r c h  I n s t i t u t e ,  San A n t o n i o ,  Texas, p u b l i c o u  os r e s u l t a d o s  de 
v á r i o s  a n o s  de p e s q u i s a  n e s t a  área <Ref. E 50 3, e s t a b e l e c e n d o
f a t o r e s  de c o r r e ç ã o  p a r a  os d i v e r s o s  t i p o s  de s i t u a ç õ e s ,  c o n f o r m e  
Q u a d r o  4. 4 a b ai xo »
F a t o r e s  de C o r r e ç ã o A p 1 i c a ç ã o
Kj = 1 , 0
K;:> = 0 , 8 5
l< 3 = 3,3
F a to r normal par a d e s b a l a n c e a m e n t o ,  desa  
l i n h a m e n t o  e o u t r a s  v i b r a ç õ e s  f i l t r a d a s  
p r ó x i m a s  da f r e q ü ê n c i a  de ro ta ç ão .
V i b r a ç õ e s  não f i l t r a d a s  p a r a  fo nt es  p r ó x i ­
m a s  da f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o .
V i b r a ç õ e s  s u b s í n c r o n a s  a u t o e x c  itadas em 
b o m b a s ,  c o m p r e s s o r e s , t u r b i n a s  ou r o t o r e s
vert i ca i s „
l< 4 - 1,4 E q u i p a m e n t o s  com p o t ê n c i a  nomi nal  me nor
qu e 300 H p .
K'“i = 0,7 M á q u i n a s  com r o t o r e s  r í g id os , isto é, que
o p e r a m  bem ab a i x o  da IS v e l o c i d a d e  c r í t i c a
K ó = 0,6 F u n d a ç ã o  e l á s t i c a  ou m á q u i n a s  que p o s s u e m
i s o l a d o r e s / s o l o s  macios,
K 7  = 3 , 5 - K M á q u i n a s  co m r e l a ç õ e s  a l t a s  de peso e n t r e
c a r c a ç a / r o t  o r „
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K q  ~ 3,5  V i b r a ç õ e s  de al t a f r e q ü ê n c i a  em pás, u s a n ­
do m e d i ç õ e s  de ca rc a ça »
K 9  = 0 , 3 5  V i b r a ç õ e s  de a l t a s  f r e q ü ê n c i a s  em e n g r e n a ­
g e n s  ou m a n c a i s  a n t i f r i c ç ã o .
Q u a d r o  4.4 - F a t o r e s  de C o r r e ç ã o  pa ra  vibrações..
A Fig» 4 „ 1 3  a b a i x o  f o r n e c e  os l i m i t e s  e s t a b e l e c i d o s  p el o g r u p o  
de p e s q u i s a ,  m e d i d a s  de v i b r a ç õ e s  e f e t u a d a s  s o b r e  os ma nc a i s .  Es ta  
c a r t a  d e v e r á  ser u t i l i z a d a  c o n c o m i t a n t e m e n t e  com o Q u a d r o  4.4»
FREQÜÊNCIA DE VIBRAÇÃO - C P M
Fig. 4 . Í 3  •• L i m i t e s  de v i b r a ç õ e s  - M e d i d a s  s o b r e  os m a n c a i s
o n d e  A = N e n h u m a  a v a r i a  <t í p i c o  de e q u i p a m e n t o  novo)
B = A c e i t á v e l  ( c o r r e ç ã o  não é n e c e s s á r i a )
C - M a r g i n a l  ( c o r r e ç ã o  é r e c o m e n d a d a  para  e c o n o m i z a r  em manu 
t e n ç ã o  fut ura )
D ~ F a l h a  p r o v áv el  (o bs er va r m u d a n ç a s  e p r e p a r a r  a p a r a d a  ou mu 
dar c o n d i ç õ e s  o p e r a c i o n a i s  p ar a r e d u z i r  v i b r a ç õ e s )
E - P e r i g o  de f a l h a  iminente..
No c a s o  em e st ud o,  p a r a  c r i t é r i o  u t i l i z o u - s e  a c a r t a  da F i g ., 
4 . 1 3  e a n o r m a  V D I - 2 0 5 6 / 6 4  (Ref. II 45 II) » e st a por ser de a c e i t a ç ã o  
m u n d i a l ,  s e n d o  as d e m a i s  uma d e r i v a ç ã o  da me sma» A d o t a  v a l o r e s  de 
v e l o c i d a d e  e f i c a z  p a r a  v e r i f i c a ç ã o  de s e v e r i d a d e ,  pois  este
P  a r â ni e t r o , con for me já d e s c r i t o  an t er i or mervt ___t_r ad u z__me-1 h-or— -a
q u a n t i d a d e  de e n e r g i a  p r e s e n t e  no sinal vibratório..
A a m p l i t u d e  de v e l o c i d a d e  pi co  e n c o n t r a d a  no sinal r e g i s t r a d o  
(Fig. 4.5) foi de Í3 mm / s  (nível g l o b a l - s i n a l  no d o m í n i o  do tempo ). Em 
se c o n s i d e r a n d o  que  o e q u i p a m e n t o  e st á a p o i a d o  s o b r e  iso ladores, o 
Q u a d r o  4. 4 f o r n e c e  - 0,6» Assim» a v e l o c i d a d e  e f e t i v a  és 
^ e f e t ^ p  i c o ' ^ ^ 6  "" x 0 , 6  —■ / » 3 m m / s -*• 0 »3 i p o 1 / s
C o m  f r e q ü ê n c i a  de r o t a ç ã o  - 60 Hz (3600 cpm), v ê - s e  pela c a rt a 
da Fig. 4 . 1 3  que o e q u i p a m e n t o  t r a b a l h a  na f a ix a de " f a l h a s  
p r o v á v e i s " ,  ou seja» numa  r e g i ã o  em que a c o n f i a b i l i d a d e  do 
m e s m o  e s t á  comprometida.,
Q u a n t o  a c a r t a  da V D I - 2 0 5 6  (Grupo T —» F u n d a ç õ e s  Elá st ic as ) •■ 
F i g . 4 „ í 4 r p a r a  V ^ f i c a z  “ 9 ' nim/s a fa ixa  de t r a b a l h o  é c o n s i d e -  
r a d a " a i n d a a (1 m i s s í v e 1 " .
L e v a n d o - s e  em c o n t a  qu e os isol ad ore s e l a s t o m é r i c o s  foram ins 
t a l a d o s  em 1981 e, até o p r e s e n t e  m o m e n t o  não f o ra m s u b s t i t u í d o s  e 
q u e , d e v i d o á a g r e s s i v i d a d e do a m b i e n te (t e m r > e r a t: u r a a m b i e n t e n o 
v e r ã o  ~ 4 8 °C ,• v a p o r e s  de á c i d o  c: 1 or í dr i c o ) , os m e s m o s  já p e r d e r a m  as 
c a r a c ter í s t i c a s i n i c i a i s , j á c o m e n d u r e c i m e n t o e f r a g i 1 i z a ç ã o « A s s i m 
P  o <:l e r - s e - á. c o n s i der a r ,• e m u m a a p r a;-; i m a ç ã o ,■ q u e o e q u i p a m e n t o é 
s u p o r t a d o  por b a s e s  rígidas., A s s i m  sendo, na f i g „ 4 ., i. 3 „ com '"■’pic o  “
. L 3 _ j n i t t Z . s — ---------- 0 - , - 5 - á : -----------p-o-l-/i$7 -----------a ----------- f c T b - í ã  de t  r a b  a 1  h o é p r ó x  i  m a  d e  , v  f  a  1  h a
i m e d i a t a " »
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4.14 -  LIMITES DE VIBRAÇÕES CONFORME VDI -  2056
G r u p o  T - F u n d a ç õ e s  El á s t i c a s .
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C á l c u l o  da a m p l i t u d e  de d e s l o c a m e n t o s 
De (4.8), t e m - s e s  
X - V = x Q w co s  wt
o n d e  X = Í3 m m / s  (pico) e w - 2 r r f  ~ 2 t t  x  60
n - 34 Hm (pico) --- » x n - 6 8  Mm pi co  a pico
C o n f o r m e  Ref. C 50 3, um e q u i p a m e n t o  t r a b a l h a n d o  p r ó x i m o  da 
r e s s o n â n c i a  p o d e  ser b a l a n c e a d o  pa ra  ter n í v e i s  a c e i t á v e i s  de 
v i b r a ç õ e s .  C o n t u d o ,  com  o d e c o r r e r  do tempo, o d e s g a s t e  natural da s 
p e ç a s ,  e s t a b i l i z a ç ã o  t é r m i c a  do co nj u n t o ,  etc, f a ze m co m que o gr a u 
de  s e v e r i d a d e  da s  v i b r a ç õ e s  se a c e n t u e  d r a s t i c a m e n t e .  Isto pô d e ser 
c o n s t a t a d o  q u a n d o  o m o n i t o r  de v i b r a ç õ e s  r e g i s t r a v a ,  em c er ta  
o c a s i ã o ,  200  wi_p_icoJ________________ _____ —---------
As si m,  v ê - s e  c l a r a m e n t e  qu e as t r i n c a s  e x i s t e n t e s  na c arc aç a, 
r u í d o  e x c e s s i v o  e q u e b r a s  de m a n c a i s  e di sc os , tê m co m o c au sa  
p r i n c i p a l  o a l t o  nível de v i b r a ç ã o .  R e s t a  a g o r a  a p e n a s  o t e s t e  final 
e d e f i n i t i v o  p a r a  se c o m p r o v a r  ou nã o a a f i r m a ç ã o  de q u e  o e x a u s t o r  
o p e r a  na r e g i ã o  de r e s s o n â n c i a s  t r a t a - s e  da A n á l i s e  Modal, o b j e t o  do 
p r ó x i m o  c a p í t u l o .
A N Á L I S E  M O D A L
5.1 - O B J E T I V O“
T e n d o  s i d o  c a l c u l a d a s  a n a l i t i c a m e n t e  as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  
do s i s t e m a  em qu e st ã o,  p r o c e d e u - s e  à determinação,- em l a b o r a t ó r i o ,  de 
p r o p r i e d a d e s  d i n â m i c a s  re a is » Tais  p r o p r i e d a d e s  são  f u n ç õ e s  da 
g e o m e t r i a ,  t i p o  de m a t e r i a l  e c o n d i ç õ e s  de c o nt o r n o ,  s e n d o  
p e r f e i t a m e n t e  i d e n t i f i c a d a s  p e l a  d i s t r i b u i ç ã o  e a v a l i a ç ã o  da massa, 
a m o r t e c i m e n t o  e r i g i d e z  do s i st ema » A t écnix-a—u-t-i-l-i-zad a— é conTTêclliã" 
c o m o  A n á l i s e  Modal» Em o u t r a s  p a la vr as , p o d e - s e  c o n s i d e r a r  a A n á l i s e  
Modal c o m o  um p r o c e d i m e n t o  de i d e n t i f i c a ç ã o  das f r e q ü ê n c i a s  
r e s s o n a n t e s  (ou n a t u r a i s )  de uma e s t r u t u r a ,  f a t o r e s  de a m o r t e c i m e n t o  
e os m o d o s  d e f l e t i d o s  a s s o c i a d o s ,  q u a n d o  a m e s m a  é e x c i t a d a  em um a 
d e s t a s  f r e q ü ê n c i a s »
5 - 2  - B R E V E  T E O R I A S
0 t e r m o  A n á l i s e  Modal é t a m b é m  c o n h e c i d o  na l i t e r a t u r a  t é c n i c a  
c o m o  T e s t e  Modal, T es t e de R e s s o n â n c i a  ou, m e n o s  f r e q ü ê n t e m e n t e , 
M é t o d o  de Imped ânci a Mecáni ca »
Um m a r c o  i m p o r t a n t e  n e s t a  ár ea  o c o r r e u  co m a p u b l i c a ç ã o  do 
t r a b a l h o  de K e n n e d y  e P a n c u  <Ref. C 5í 3), em Í947, o qual d e s c r e v e  
um m é t o d o  p r e c i s o  p a r a  a d e t e r m i n a ç ã o  das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  e 
n í v e i s  de a m o r t e c i m e n t o  em e s t r u t u r a s  a e r o n á u t i c a s .  P r e v a l e c e u  até a 
d é c a d a  de 60, com  o a v a n ç o  de n o v a s  t é c n i c a s  de aná li se , mas o g r a n d e  
p a s s o  n e s t a  á r e a  foi d a d o  a pa r ti r de í 97<ò, com o d e s e n v o l v i m e n t o  da 
t e c n o l o g i a  em t r a n s d u t o r e s ,  e l e t r ô n i c a  e a n a l i s a d o r e s  d ig i t a i s .
C o n c e i t u a i m e n t e , e x p l i c a - s e  a A n á l i s e  Modal c o n s i d e r a n d o - s e  
um a  e s t r u t u r a  c o m o  uma  " c a i x a  p r e t a "  com  p r o p r i e d a d e s  d i n â m i c a s  h(t), 
c o m o  m o s t r a d o  a b a i x o  (Ref. C 52 II s
E x c i t a c a o  ________E s t r u t u r a _______ R e s p o s t a
h (t ) - P r o p r_i e_d a d e ------
f < t >--------  x < t >
Q u a i s q u e r  c o n j u n t o s  a r b i t r á r i o s  de e x c i t a ç ã o  ( v a r i a n t e s  no 
t em p o ) ,  ou e n t r a d a s  f(t), são " f i l t r a d o s "  p e l a s  p r o p r i e d a d e s  
d i n â m i c a s  h(t), c o n d u z i n d o  à r e s p o s t a  x(t). O b v i a m e n t e ,  c o n h e c e n d o - s e  
as c a r a c t e r  íst icas d i n â m i c a s  h(t), p o d e - s e  p r e d i z e r  a r e s p o s t a  
c a u s a d a  por q u a l q u e r  e x c i t a ç ã o .  E s q u e m a t i c a m e n t e ,  tem-se:
R e sp os t a Propri e d a d e s fc.xc i t a ç ã o
D e s c r e v e r  h(t) da " c a i x a  p r e t a "  é ma is s i m p I e s  no dom íni o da
f r e q ü ê n c i a ,  isto é, ao invés de d e s c r e v e r  a e x c i t a ç ã o ,  r e s p o s t a  e 
p r o p r i e d a d e s  d i n â m i c a s  c o m o  f u n ç õ e s  do tempo, el as  são  t r a n s f o r m a d a s
em  f u n ç õ e s  da f r e q ü e n c i a  u t i l i z a n d o - s e  a T r a n s f o r m a d a  de L a p l a c e  
( T L . ) s
CO
F (s) = / f ( t ) e“st dt ... Eq. (5.1)
J q
D e s t a  forma, o d i a g r a m a  p o d e  ser r e p r e s e n t a d o  da s e g u i n t e  maneiras
E s tr utura
F(s> H <s)
A r e l a ç ã o  ent r ada/'sa i da p o d e  a g o ra  ser e s c r i t a  co m o uma s i m p l e s  
e q u a ç ã o  a l g é b r  i ca s
F(s) x H ( s ) =:: X (s ) ... Eq. <5.2)
ou H(s> - X(s> ... E<l ._(_5 .-3-)-
F ( s )
H(s) é d e n o m i n a d a  F u n ç ã o  de T r a n s f e r ê n c i a  e e x p r e s s a  as 
c a r a c t e r  íst icas d i n â m i c a s  da e s t r u t u r a  com o um a f u n ç ã o  da v ar iáv el  
c o m p l e x a  s :: cx + jw„ M e d i n d o - s e  a e x c i t a ç ã o  f(t) e r e s p o s t a  x(t), e 
c o m p u t a n d o - s e  su a s T r a n s f o r m a d a s  de L a p la c e,  a F u n ç ã o  de 
T r a n s f  er ênc: i a é obt i da pel o quoc i ent e X ( s ) /F ( s ) .
P a r a  a p l i c a ç õ e s  p r á t i c a s ,  o e s f o r ç o  em c o m p u t a r  a T.L. é 
d e s n e c e s s á r i o .  Um c a s o  e s p e c i a l  o c o r r e  q u a n d o  cx ~ 0, se ndo  e n tã o 
d e n o m i n a d a  de T r a n s f o r m a d a  de F o u r i e r  ( a va li ad a em s » jw), a qual é 
f a c i l m e n t e  m e d i d a  com m o d e r n o s  c o m p u t a d o r e s  d i g i t a i s ,  a t r a v é s  do 
a l g o r i t m o  F F T íF as t  F o u r i e r  T r a n s f o r m ) ,  ou seja, T r a n s f o r m a d a  R á p i d a
.... i 0 0
de Four  i e r . C o m o  o r i e n t a ç ã o ,  o c o m p u t a d o r  u t i l i z a d o  na a n á l i s e  em 
q u e s t ã o  é o F F T - 5 4 5 Í C ,  H ew le tt  P a c ka rd , d i s p o n í v e l  no L a b o r a t ó r i o  de 
V i b r a ç õ e s  e A c ú s t i c a  (LVA) da UFSC.
T r a n s f o r m a n d o - s e ,  d e s t a  forma, a e x c i t a ç ã o  f < t > e a r e s p o s t a  
x ( t ) r as p r o p r i e d a d e s  d i n â m i c a s  no d o m í n i o  da f r e q ü ê n c i a  são obt id as »
Isto é c o n h e c i d o  c o m o  F u n ç ã o  R e s p o s t a  em F r e q ü ê n c i a  ( F R F ) s
l-Kjw) = X< j w )  ... Eq. (5.4)
F (j w )
T a i s  f u n ç õ e s  p o d e m  ser m e d i d a s  d i r e t a m e n t e  com m o d e r n o s
•analisadores e s p e c t r a i s .  A FRF e n t r e  d oi s g r a u s  de 1 iberbacle em uma
e s t r u t u r a  é d e s c r i t a  da s e g u i n t e  formas _____________
---- - "HãbTj w ) - Xa (j w ) ... Eq . (5.5)
F b í j w )
o n d e  a ~ g r a u  cle l i b e r d a d e  da r e s p o s t a
b = gr au  de l i b e r d a d e  da e x c i t a ç ã o
A m a t r i z  que c o n t é m  t o d a s  as p o s s í v e i s  f u n ç õ e s  r e s p o s t a  em
f r e q ü ê n c i a  e n t r e  dois  p o n t o s  (dois g r a u s  de l i b e r da de ) de t e st e em 
uma  e s t r u t u r a  d e n o m i n a - s e  M a t r i z  R e s p o s t a  em F r e q ü ê n c i a  (MRF)
A r e p r e s e n t a ç ã o  é c o n f o r m e  a seguirs
C H < j w ) 3
Hj j < j w) 
H 2  i (J w ) 2 2 <Jw)
_ H9j_<jw) H9 2( Jw)  ................ H 9 9 <jw) _
Fig. 5.Í - M a t r i z  R e s p o s t a  em Frequência,.
U s a n d o - s e  o c o n h e c i m e n t o  do r e l a c i o n a m e n t o  e n t r e  fu nç õ e s  de
t: r a n s f  er ênc i a e p r opr { ed_ad es__ moda-i-si---o b s e r V a - s e  que um c o n j u n t o
a p r o p r i a d o  de f u n ç õ e s  de t r a n f e r ê n c i a  a s e r e m  m e d i d a s  c o n s i s t e  de uma  
l i nh a ou c o l u n a  da M a t r i z  R e s p o s t a  em F r e q ü ê n c i a .  Na prá ti ca , isto 
t a n t o  s i g n i f i c a  e x c i t a r  a e s t r u t u r a  em um p o n t o  e medir as r e s p o s t a s  
em t o d o s  os o u t r o s  q u a n t o  medir a r e s p o s t a  em um p o n t o  e n q u a n t o  a 
e x c i t a ç ã o  é a p l i c a d a  s e p a r a d a m e n t e  nos dem ai s. Es te  ú l t i m o  
p r o c e d i m e n t o  m o s t r a - s e  m a i s  c o n v e n i e n t e  na pr át ic a , u t i l i z a n d o - s e  um 
m a r t e l o  de i mp act o ( c o n f o r m e  Ref. C 53 li).
As f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  e f a t o r e s  de a m o r t e c i m e n t o  são 
c o n s t a n t e s  e p o d e m  ser i d e n t i f i c a d o s  em qual quer e l e m e n t o  da M a t r i z
de T r a n s f e r ê n c i a  (ou M a t r i z  R e s p o s t a  em F r e q ü ê n c i a ) ,  isto é, q u a l q u e r
f u n ç ã o  de t r a n s f e r e n c i a  t o m a d a  da e s t r u t u r a .  Sen ão,  v e j a m o s  
s u c i n t a m e n t e  (Réf. C 54 II ) s
A s s u m e - s e  que  o m o v i m e n t o  de um s i s t e m a  f í s i c o  pode ser 
d e s c r i t o  por um c o n j u n t o  de n_ e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  l i n e a r e s  e 
s i m u l t â n e a s ,  no d o m í n i o  do tem po , da do  pors
Mx + Cx + Kx = f<t) ... Eq. <5 .6 >
oncle M, C e K são as m a t r i z e s  q u a d r a d a s  (n x n) de massa, 
a m o r t e c i m e n t o  e r i g i d e z ,  respectivamente.,
A idéia b á s i c a  da A n á l i s e  Modal é r e d u z i r  as e q u a ç õ e s
s i mui t â n e a s  ac i ma de scr  J_tas_r___a—um-c-on^tinto"''dê e q u a ç õ e s  d i ferenc i a i s
o r d i n á r i a s  i nd ep en d e n t e s .
De uma f o r m a  geral, a m a t r i z  de m a ss a  é s i m é t r i c a  e d e s c r e v e  o 
c o m p o r t a m e n t o  inercial de t r a n s l a ç ã o  e r o t a ç ã o  do cor po .
As m a t r i z e s  de a m o r t e c i m e n t o  e de r i g i d e z  c o n t é m  t e r m o s  
s i m é t r i c o s  e p o d e m  c on t e r  a n t i s s i m é t r i c o s  e não s i m é t r i c o s »
A n t i s s imetr ia é c a u s a d a  p e lo s e f e i t o s  g i r o s c o p i c o s  (ma tri z de 
a m o r t e c i m e n t o )  e por a m o r t e c i m e n t o  interno ou h i s t e r é t i c o  (matriz de 
r i g i d e z ).
í  0 3 -
N ã o  s i m e t r i a ,  c a u s a d a  pe lo  f i l m e  de óleo, a p a r e c e  t a n t o  n as  
m a t r i z e s  de r i g i d e z  q u a n t o  na de a m o r t e c i m e n t o .
E s q u e m a t i c a m e n t e ,  t e m- se s
i
Z/J/ /'//
/L // X , +/ /
''//// ---- /TT,/././//
'Z l/ /
/
/ '
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m
+ K X = F(t )
>'S i met r i c a  S i mét r i c a  S i métr i ca F o r ç a s
lércia t r a n s l a t ó r i a  A m o r t e c i m e n t o  E x t e r n o  F l e x ã o  da Viga  E x t e r -
r o t a t ó r i a  A m o r t e c i m e n t o  I n t e r n o  nas
Ant i ss i m é t r i c a  
E f e i t o  G i r o s c ó p i c o
Não S i m é t r i c a
Ant i ss i métri ca 
Amort ec i m e nt o 
I n t e r n o
Não Si met rica
M a n c a i s  de D e s l i z a m e n t o  M a n c a i s  d e
Desl i zament o
T o m a n d o - s e  a T r a n s f o r m a d a  de L a p l a c e  do s i s t e m a  cie e q u a ç õ e s  (5.6), 
t e m - s e s (Ref. C 55 3 e C 56 3)
E Í ( s ) x X ( s ) = F ( s >  ... E q . (5.7)
onde:;
B (s ) = Ms*" + Cs + l< 
s - v a r i á v e l  de L a p l a c e  
F(s) = vetor f o r ç a  a p l i c a d a
X(s) = v et or  d e s l o c a m e n t o  no d o m í n i o  de L a p l a c e
E q . ( 5 . 8 )
B (s ) - Mat r i z do s i s t e m a
H(s) = M a t r i z  de T r a n s f e r ê n c i a , d e f i n i d a  por
H <s ) = B i s ) " ' 1 ... Eq. (5.9)
o qu e i m p 1 i ca em
H (s ) F(s) = X(s> ... E q. ( 5.í 0)
C a d a  e l e m e n t o  da M a t r i z  de T r a n s f e r ê n c i a  é uma F u n ç ã o  de 
T r a n s f e r ê n c i a .  Os e l e m e n t o s  de B_ são f u n ç õ e s  q u a d r á t i c a s  de s e, 
d e s d e  qu e  H = s e g u e  que os e l e m e n t o s  de H são  f r a ç õ e s  r a c i o n a i s
em s_, c o m  de t( B>  c o m o  o d e n o m i n a d o r .  Assim, H(s) p o d e  se m p r e  ser 
r e p r e s e n t a d a  na f o r m a  de f r a ç ã o  pa r ci al .
Se é assumido que os poios de H, isto é, as raízes de det(B) =» 
0 são de mu 11 i p 1 i c i d a d e 1__<_ uni )_,_eat-ão—M- -pode'"sêF~l;3?pFesso como «
H (s ) •- ai< r ( n x n ) . . . E q . ( b . i í )
k = í s _ p k
O s p o i o s  o c o r r e m  em s - P|{ (zeros de d et (B ) ) ,  e cada po lo  
possui um a  m a t r i z  r e s í d u o  aj^ (n x n) a s s o c i a d a  com o mesmo.. Par a um 
s i s t e m a  o s c i l a t ó r i o  de n - és i ma ordem, s e m p r e  h a v e r á  2 n polos, mas 
e l e s  a p a r e c e r ã o  em p a r e s  c o n j u g a d o s  c om p l e x o s .  C a da  par c o m p l e x o  de 
p o i o s  c a u s a  um m o d o  de v i b r a ç ã o  na e s t r ut u ra .
Os  p o i o s  são n ú m e r o s  c o m p l e x o s  e x p r e s s o s  por:
P k = fe* w k + j w k J  í-fe;2  ... Eq. (5.Í2)
í  0 5 -
ou
P k - crK + jw|.;
o n d e » cr^  é o c o e f i c i e n t e  de a m o r t e c i m e n t o
é a f r e q ü ê n c i a  na t u r a l  de o s c i l a ç ã o ,  a m o r t e c i d a  
A f r e q ü ê n c i a  r e s s o n a n t e  é d a d a  p o r  s 
” VJ c r ^ + wj,2  (rad/s) 
e o fa to r de a m o r t e c i m e n t o  és
E q . < 5 . i3>
E q . ( 5 . í 4 )
£ JEk. Eq . (5.15)
«k
w k e- ^k Podem ser obtidos do polo, como segue 
W|<2 = ( R e L:Pk II)2 (I m [:Pi, II) 2 
Ç r.:
E q „ ( 5 „ í 6 )
w k
... Eq .< 5. 17 >
o n d e  R e são  as p a r t e s  r e a i s  e imaginá ri as,  r e s p e c t i v a m e n t e »
E s t a s  c o o r d e n a d a s  p o d e m  ser c o l o c a d a s  em g r á f i c o  c o n f o r m e  Fig 
5.2, a b a i x o
F i g . 5.2 - D i a g r a m a  de N yq ui st  ( R e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  do s  poios, f r e ­
q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  e c o e f . de a m o r t e c i m e n t o ) .
--Í0 Ó-
Assim, vê-se que cada elemento da Matriz Resposta em 
F reqüê n c i a  é função das proprie dades dinâmicas da estrutura.
A r e p r e s e n t a ç ã o  polar acima descrita denomina-se Diagrama .de 
Nyquist. 0 objetivo deste capítulo é apresentar a Função Resposta em 
Freqüê ncia em curvas Função de Tranferência X Freqüência (Diagramas 
de Bode), ficando a repr esentação polar de Nyquist apenas como
i n f o r m a ç ã o .
As formas alterna tivas das Funções de Transferência são 
a prese n t a d a s  no quadro abaixo: (Ref. II53 3)
Resposta (R) Função de Transf.__
Resposta/Exci t ação
______I-nversTi
C-Ixc i t aç ão/R esp ost a
Des'1 ocament o Recept ânc i 'a
Admi t ânc ia
C o m p 1 i ânc i a
F1 e>: i b i 1 idade D i n .
R i g i d e z 
D i n â m i c a
Veloc i dade Mob i1 i dade Impedânc i a
Mecâni c a
Aceleraç ão Inertância ou 
Acelerânci a
M a s s a
Aparente
Quadro 5.í - I-unções de Transf erênc i a e Recíprocas.
As Figs. 5.3, 5.4 e 5.5, nas páginas seguintes, fornecem uma 
visão geral da repres e n t a ç ã o  gráfica das diversas Funções de T r a n s ­
ferências
O bserva-se que a represen tação é prat icamente idêntica, embora 
a resposta seja dada em deslocamento, v elocidade ou aceleração.
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Contudo, a fase varia de 90° a cada distinta Função de T r a n s ­
ferência? a cada ressonância há uma inversão de fase (defasagem de. 
í80°) .
Na pratica, o diagrama e log-Iog, sendo as amplitude*: 
r epr esen t adas em dE5 „
Fig„ 5.3 - Receptância (Sistema não amortecido - í GL)
Fig. 5.4 - M o b i l i d a d e  ( S i s t e m a  nã o a m o r t e c i d o  í GL)
20 40 60 80 100
7  3601
I« 180 <
°  FREQÜÊNCIA (Hz) 100
Inert ânc. ia ( S i s t e m a  não  a m o r t e c i d o í GL)
5.3  - D E T E R M I N A Ç A O  E X P E R I M E N T A L  DAS F R E Q Ü E N C I A S  N A T U R A I S  DO ROTOR 
U I A D I G I T A L
A n t e s  de se p r o c e d e r  à A n á l i d e  Modal p r o p r i a m e n t e  d it
o b t e v e - s e  as as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  do ro tor m e d i a n t e  o uso
A n a l i s a d o r  de F o u r ier 54 5Í -C.  0 p r o g r a m a  ("s of tw ar e" ) u t i l i z a d o  foi
" P o w e r  S p e c t r u m " ,  d e s e n v o l v i d o  p e l a  Hew let t Pa ck ar d.
--Í0  <?•-•
í - C a d e i a  de m e d i ç ã o / p r o c e d i m e n t o s
5. 6  - C a d e i a  de M e d i ç ã o  p / o b t e n ç ã o  das 1-reqi.iênc i as N a tu ra is .
C o m o  o i nt e r e s s e  d e s t e  e n s a i o  p r e l i m i n a r  foi a v e r i f i c a ç ã o  
q u a n t i t a t i v a  d a s  t r e s  p r i m e i r a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s ,  a f r e q ü ê n c i a  de 
c o r t e  a d o t a d a  foi fc - í250 Hz (Fma;., = F c x 2 - 2 5 0 0  Hz).
0  m é t o d o  c o n s i s t e  em ex ci t ar , com o m a r t e l o  de impacto, um 
d e t e r m i n a d o  n ú m e r o  de p o n t o s  do si st em a.  N e st e caso, Í 6 p o n t o s  s o br e 
o e i x o  (e disco) f o r a m  e x c i t a d o s .  A r e s p o s t a  é c a p t a d a  pelo  
a c e l e r ô m e t r o , c u j o  sinal é p r é - a m p 1 ificado e e n v i a d o  ao A n a l i s a d o r  de 
F o u r i e r ,  o n d e  é p r o c e d i d a  a c o n v e r s ã o  a n a l ó g i c a / d i g i t a l  do sinal. 0 
r e s u l t a d o  é r e g i s t r a d o  em g r á f i c o  X-Y.
P a r a  se e l i m i n a r  o r u í d o  do sinal, ca d a p o n t o  deve  ser 
e x c i t a d o  d i v e r s a s  vezes, o b t e n d o - s e  a t r a v é s  do va lor m é d i o  um sinal o
A s  f o t o s  5.Í e 5. 2  itiosrani o s i s t e m a  " F o u r ier A nal ys er 
FFT-545Í--C" e o ro tor  s e n d o  e n s a i a d o s
F o t o  5.í -■ S i s t e m a  " F o u r i e r  A n a l y s e r "
C e n t r o s  U n i d a d e  ac ionad ora  do d i sc o 
D i r e i t a s  A n a l i s a d o r  de Four i er 5451--C (FFT) 
E s q u e r d a s  T e r m in al  de v í d e o  c /t e c l a d o .
•-Í Í2 ~
F o t o  5 . 2  - Ui st a do r o to r e c a d e i a  de m e d i ç ã o  (rotor c / s u s p e n s ã o  li 
vr e--l i v r e )
A se g u i r ,  sã o a p r e s e n t a d o s  os e s p e c t r o s  de p o t ê n c i a  obtido- 
c o n s i d e r a n d o - s e  v á r i a s  s i t u a ç õ e s s
a) C o n j u n t o  e i x o / d i s c o s  b i a p o i a d o  r i g i d a m e n t e
b) C o n j u n t o  e i x o / d i s c o s  b i a p o i a d o  em b o r r a c h a  s i n t é t i c a  
c ) E i x o  b i a p o i a d o  (sem os d i sc os )
d ) E i x o  1 i vr e - 1 i vr e
e) E s p e c t r o  a p e n a s  da b a s e  (a poi o rígido)
•- í  í  3 ••
Os  p a r â m e t r o s  a m o s t r a i s  s e l e c i o n a d o s  no A n a l i s a d o r  de F o u r ier
e n c o n t r a m - s e  na le g e n d a  dos e s p e c t r o s  <Figs. 5.7 a 5.Í4>„ 
□B
1 0  0 H 2  l:kj
Fig. 5.7 •- E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  do C o n j u n t o  Bi a p o i a d o  
A c e l e r ô m e t r o  no c e n t r o  do eixo  
Fc - Í250 Hz - N - 20 48  p o n t o s  - Í00 m é d i a s
Hl
1
1
— J . . r ......— . — r
a a Q a o o
«r Ul m m
1 1 1 1 I 1
•S. 5 .8  - E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  do C o n j u n t o  B i a p o i a d o  em B o r r a c h a  
S i n t é t i c a  ( E s p e ss ur as  2 mm>
M e d i d a  em A c e l e r a ç ã o  (m/s'-) Acel erometra no e i x o  a i / 3  
de um dos d i s c o s
Fc = Í250 Hz - N -- 4 0 9 6  p o n t o s  1 0 0  mé di as .
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F i g .  5 - 9 Espectro de Potência do Conjunto 
Acelerômetro no Eixo
1250 Hz N 2 0 4 8  p o n t o s
1 i vre-1 i vre 
í 00 méd i as u
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F:' i g . 5 „ í 0  E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  do Eixo B i a p o i a d o  <sem os 
Fc: i250 Hz - N ~ 2 0 4 8  p o n t o s  ~ 200 médias..
i s c: o s )
• í  í  7 --
iO 0 H2 LIM
F i g . 5.11 - E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  do Ei x o l i v r e - l i v r e
Fc: = í2 5 0  Hz - N - 1024 p o n t o s  - 100 mé di as.
- 1 1 8 -
□B
1 0  0 H2 l : k j
F i g ., 5 . Í 2  - E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  do C o n j u n t o  Bi a p o i a d o  
A c e l e r ô m e t r o  no d i s c o
F'<:: ~ 1250 Hz - N == 4 0 9 6  pontos ~ Í00 médias,.
í Í9~
p J H l T U l i p n o i n  I l I I ! 1 l I
Fig. 5 . 1 3  - E s p e c t r o  de p o t ê n c i a  do C o n j u n t o  i i v r e - 1 i v r e  
A c e l e r o m e t r o  no d i s c o
l-c: ~ 1250 Hs - N - 2 0 4 8  p o n t o s  - 50 méd ia s »
- 1 2 0 "
100
 
200
 
300
 
40
0j 
500
 
600
 
700
 
800
 
900
 
10
00
 
11
00
 
12
00
 
HZ 
LI
N
aa
HJ
J
«r
I
to
1
<pI (D1 ») OM •*1
I
F i g . 5 . í 4  - E s p e c t r o  de P o t ê n c i a  da base
I n f l u ê n c i a  de f o r t e  r u í d o  e x t e r n o  (rede el ét r i c a )  
M e d i d a  em V e l o c i d a d e  (m/s)
F{;: - Í250 Hz ~ N = 4 0 9 6  - 60 médias.
-Í2 Í-
5 *3 „2 - V a l o r e s  enc on tra dos /c ome n.t ár  ios
IS FN(Hz) 2 2  FN(Hz) 32 FN(Hz)
Mod e 1 o A n a 1 í t i co (vi de C a p « 3.) 64 , 6 2 0 7, 3 426, 4
E s p e c t r o s  de potênci a "
Con j . b i ap o  i ad o r i g i darnen t e (F i g *£« 7 ) 57, í _ 426
C o n j . b i ap . b o r r a c h a  si n t „(F i g „ £„ 8 ) 52,5 20 i , 5 4 2 3 , 6
Con j un t o 1 i v r e - l i v r e  (F i g . £„?) 164, 8 332, í 5 3 8, 4
E i xo b i a p . r i g i d amen te (F i g í  0) 61 2 2 9, 5 4 3 4 , 5
E i xo 1 i vr e ~ 1 i vr e (F i g »Ç. í 1) í 67 ,2 3 5 7 , 6 562
Q u a d r o  5. 2 - V a l o r e s  e n c o n t r a d o s  - E s p e c t r o s  de Potência.,
A l g u n s  a s p e c t o s  i n t e r e s s a n t e s  são  o b s e r v a d o s  n e s s e s  e s p e c t r o s
do eixo;:
a.)_fckj±-a— se—qi.n-r^ a slfguíTda f r e qü ê n c  i a nat ur a 1 (~ 207 H z ) não f o i
e c i t a d a ,  j ust amen t e dev ido à pos i ção do ace í er amet r o sobr e urri ná , 
c o n f o i" m e e s q u e ni a a b a i x o :
Mo d o de v i b r a ç ã o
b) Se m o c a l c u l o  previ o (m o d e l o  a n a l í t i c o )  d i f i c i l m e n t e  as f r e q ü ê n ­
c i a s  n a t u r a i s  do c o n j u n t o  s e r i a m  ide nt if ic ad as ,  i-lá uma i n fi ni da de  de 
c o m p o n e n t e s  o r i u n d a s  dos m o d o s  de v i b r a ç ã o  da s pás dos d i s c o s  
( c o m p o n e n t e s  a c o p l a d a s ) , b a s e  e rede  el ét ric a.
c) 0 valor e n c o n t r a d o  p ar a a í£ FN é inferior ao calculado,
Fi 9 « 5 - 8 - C o n j u n t o  b i a p o i a d o  e m  c a m a d a  d e  b o r r a c h a  s i n t é t i c a  c o m  
e s p e s s u r a  d e  2 m m »
O b s e r v a - s e  q u e  o e s p e c t r o  d a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  é d e s l o c a d o  
P a r a a e s q u e r d a s
13 FNs d e  57,1 H z  p /  5 2 , 5  l-lz 
2E! FNs d e  207 H z  p /  2 0 1 , 5  H z  
3S F N s  d e  426  H z  p /  4 2 3 , 6  H z
0  a c e l e r ô m e t r o  f o i  d e s l o c a d o  p a r a  1 / 3  d e  u m  d o s  d i s c o s  e o s  
p i c o s  r e f e r e n t e s  à r e d e  e l é t r i c a  ( f r e q ü ê n c i a  s í n c r o n a  e  m ú l t i p l o s  — »
6 0 H  z , 1 2 0  H z >■ e t c )  f i c a  m i n a 1 1 e r a d o s
JLi-S-«—5-«-9---- »-CorrjTín 1 i v r  e - 1 i v r  e (acel er omet r o n o e i x o ) “
M o s t r a - s e ,  a s s i m ,  a d i f e r e n ç a  a c a r r e t a d a  p e l a  a l t e r a ç ã o  d a s  
f r e q ü ê n c  i a s  n a t u r a  i s c o n f o r m e  a s  c o n d  i ç 5 e s  d e  c : o n t o r n o .  E c o m u m  
v e r i f i c a r - s e  e m  r e v i s t a s  t é c n i c a s  f o t o s  d e  p e ç a s  s u b m e t i d a s  a o  t e s t e  
d e  i m p a c t o  p a r a  o b t e n ç ã o  d a s  F N  c o n s i d e r  a n d o - s e  a p e ç a  s u s p e n s a »  O s  
v a l o r e s  e n c o n t r a d o s  s e r ã o  s u b s t a n c i a l m e n t e  d i f e r e n t e s  d a q u e l e s  c u j a s  
c o n d i ç o e s  d e  c o n t o r n o  s e  a p r o x i m a m  a o  m á x i m o  d a  r e a l i d a d e »
F i g » 5 . 1 0  — * E i xo b i apo i ado (sem os d i s c o s ) s
P e l o  d e c r é s c i m o  d a  nrassa d o  c o n j u n t o  ( 7 6  Kçj d o s  d i s c o s ) ,  i n c r e
m e n t o u - s e  o v a l o r  d a s  l-N ( N  ~ 1 VJ l< )
2 ri- M
- 1 2 3 -
Fig» 5.11 — » E i xo 1 i vre~l i vre a
C o m p a r a n d o - s e  co m a F i g . 5 . 9  (c on j u n t o  l i v r e - l i v r e )  o b s e r v a - s e  
um e s p e c t r o  m u i t o  ma i s  "’limpo'" ( i n e x i s t ê n c i a  da s c o m p o n e n t e s  do d i s ­
cos) e co m a c r é s c i m o  das  FN p e l a  r e d u ç ã o  de m a s s a  do co nj un to .
Fig. 5 . 1 2  —» C o n j u n t o  b i a p o i a d o  - a c e l e r o m e t r o  no d i s c o s
D e s a p a r e c e r a m  as c o m p o n e n t e s  d e v i d a s  ao eixo. A e n e r g i a  de 
v i b r a ç ã o  (i mp ac to ) nã o foi s u f i c i e n t e  pa r a e x c i t á - l a s ,  se ndo  p e r d i d a  
no a c o p l a m e n t o  e n t r e  d i s c o / c u b o  do eixo.
Fig. 5 . 1 3  — * C o n j u n t o  l i v r e - l i v r e  - a c e l e r o m e t r o  no d i s c o s
N o t a - s e ,  em r e l a ç ã o  à Fig. 5.9, um a c r é s c i m o  das c o m p o n e n t e s  
d a s p ás do s d is cos . As p ás, ap es ar  d.a— se-me Ura iy çaT TTã o são iguais 
e n t r e  si. P e q u e n a s  a l t e r a ç õ e s  e n t r e  as m e s m a s  são r e s p o n s á v e i s  p el o 
e sp ec t r o d e n s o  de p i cos  mu i t o pr óxi m o s „
Fi g » 5 . 1 4  — * Bases
A c o m p o n e n t e  de 4 8 , 8  Hz, visível na m a i o r i a  dos e s p e c t r o s ,  é 
d e v i d a  à base. O b s e r v a m - s e  n o v a m e n t e  as f o r t e s  c o m p o n e n t e s  o r i u n d a s  
da r e d e  e l é t r i c a .  C o n s t a t o u - s e ,  d u r a n t e  os te st es,  que o i so la me nto  
da r e d e  er a d e f i c i t á r i o .  C u i d a d o s  d e v e r ã o  ser t o m a d o s  nos e n s a i o s  
ut i1 i z a n d o - s e  esta técn i ca»
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5.4  - A N A L I S E  M O D A L ü
F i n a l m e n t e ,  os d a d o s  o b t i d o s  a c i m a  ( e s p e c t r o s  
p o d e m  ser v e r i f i c a d o s  e c o m p l e m e n t a d o s  pela  A n á l i s e  
d e t e r m i n a ç ã o  e p r o c e s s a m e n t o  da s F u n ç õ e s  de T r a n s f e r ê n c i
a) F r e q ü ê n c i a s  r e s s o n a n t e s
b) F o r m a  do s  m o d o s
c: ) F a t o r e s  de A m o r t e c i m e n t o
C o n f o r m e  R e f . C 5 5 3 ,  o p r o c e s s o  pod e ser 
e s q u e m a t i c a m e n t e  p e l a s  Figs. 5 . Í 5  e 5.Í6, a seg uir :
FREQUÊNCIA
F i g
m o d a l
FORMA DOS MODOS 
FREQ D e RESSON&NOA 
FAT5 DE AMORTTCWOmS
»15 -■ M e d i ç ã o  e e x i b i ç ã o  do p r o c e s s o
de p ot ê n c i a )  
Modal, cu j a 
a fornecem.“
re p r e s e n t a d o
Fr i g . 5 . 1 6  - D a d o s  m o d a i s  das f u n ç õ e s  de t r a n s f e r ê n c  ia»
A s si m ,  c o m o  foi d e m o n s t r a d o  anter iormente, p o d e - s e  obter as 
F u n ç õ e s  de I r a n s f e r ê n c i a  a t r a v é s  da f i x a ç ã o  do t r a n s d u t o r  
( a c e l e r ô m e t r o ,  n e s t e  caso) em um p o n t o  da e s t r u t u r a  (não co i nc i denije. 
c.oJii_os-pontos"riodaTs) , exc i t a n d o - a  com o mart e 1 o de impacto (ou out r a 
f o r m a  de e x c i t a ç ã o  q u a l q u e r )  nos  d e m a i s  pontos, on de  o c o e f i c i e n t e  de 
c o e r ê n c i a  é p r ó x i m o  de: um (í) ou, co nt ra r iamente, e x c i t a n d o - s e  a 
e s t r u t u r a  n o s  p o n t o s  (que n ã o  os n od ais ) e f i x a n d o - s e  o a c e l e r ô m e t r o  
a um p o n t o  ( s e g u n d o  a d i r e ç ã o  da e x c i t a ç ã o ) ,  co m va lor  p r ó x i m o  de um 
(í) p a r a  o c o e f i c i e n t e  de c o e r ê n c i a .  P on to  nodal aqui se r e f e r e  
à q u e l e  em que  a r e s p o s t a  a uma  d e t e r m i n a d a  e x c i t a ç ã o  é p r a t i c a m e n t e  
nula»
N e s t e  t r a b a l h o ,  a t é c n i c a  u t i l i z a d a  foi o m é t o d o  de impacto e 
o c o n j u n t o  e i x o / d i s c o s  foi s u b d i v i d i d o  em 105 pon tos , os quais,
- 1 2 6 -
a t r a v é s  de s u a s  c o o r d e n a d a s  X, Y e Z são i n t e r l i g a d o s  p e l a  
c o m p u t a d o r ,  f o r n e c e n d o  o m o d e l o  e spa ci al do rotor.
C o n s i d e r a n d o - s e  que c a d a  p o n t o  é d o t a d o  de tr es  p o s s i b i l i d a d e s  
de  m o v i m e n t o ,  p o d e - s e  a f i r m a r  qu e o c o n j u n t o  foi d i s c r e t i z a d o  com 3 x 
105 - 315  g r a u s  de li be r d a d e .  A Fig. 5,. 17, a segu ir , r e p r e s e n t a  
e s q u e m a t i c a m e n t e  a d i s t r i b u i ç ã o  dos  p o n t o s  que  f o r m a m  o m o d e l o  
e s p ac i a 1 do rot or
Os  p o n t o s  de e x c i t a ç ã o  f o r a m  os de n 2 3 a 1 0 1 , s ob re  o e i x o  e 
23, 31, 84 e 92, s o b r e  os d i sc os .
A c a d e i a  de m e d i ç ã o  e n c o n t r a - s e  na Fig. 5.18.
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I- i g . b.í7 - C o m p o s i ç ã o  do m o d e l o  espaci al do rotor»
- - Í 2 8 -
5 . 4 « i -- C a d e i a  de M e d i ç ã o / P r o c e d i m e n t o s
í) C é l u l a  de c a r g a  t ipo B K --8200
2) A c e l e r ô m e t  ro ti p o B K - 4 3 7 0
3 ) P r é - Amp 1 i f i c: ador t i po BK - 2 6 2 6
4) Pré--Amp1 ifi c a d o r  t i p o  B K - 2 6 3 5
5) O s c i l o s c ó p i o  ÏW AT SU  ti po  S S - 5 7 0 2
6) A n a l i s a d o r  de Four  i er 5 4 5 Í - C
7 ) Regi s t r a dor X - Y - l-l P
8 ) M a r t e 1 o de i mpact o
Fig. 5 „ í 8 - C a d e i a  de m e d i ç ã o  p / A n á l i s e  Modal,,
í 29
No c a s o  em q u e s t ã o ,  o a c e l e r ô m e t r o  foi f i x a d o  em um
d e t e r m i n a d o  p o n t o  e 25 p o n t o s  do c o n j u n t o  ( i n c l u i n d o - s e  os disc os)  
f o r a m  e x c i t a d o s  p e l o  m a r t e l o  de impacto.,
As si m,  a F u n ç ã o  de T r a n s f e r ê n c i a  H(f> é o b t i d a  a t r a v é s  do q uo -
c i e n t e  da d e n s i d a d e  e s p e c t r a l  c r u z a d a  (GxY <f>> p e l a  e x c i t a ç ã o
( d e n s i d a d e  e s p e c t r a l  m é d i a )—> Gx x  < f > s
H ( f ) = Gy y  <f> ... E q. (5 . i 8 >
GXX  ( f )
C o m o  v i s t o  no Ca p.4 , a f i n a l i d a d e  em se e f et ua r ta is  m é d i a s  é 
exp ur g ar o sinal de r u í d o s ,  ou sej a , ot i m i zar a r e 1 aç ão s i n a 1 /r uí d o , 
ant es do c ô m p u t o  da F u n ç ã o  d e Tr a gs-f-er-êne-i a-;;---------
A fim de se v e r i f i c a r  se há boa c o r r e s p o n d ê n c  ia e n t r e  
e x c i t a ç ã o  e r e s p o s t a ,  é v e r i f i c a d o  o c o e f i c i e n t e  de coerência., Se o 
va lo r d e s t e  for igual a um (i) em t od as  as f r e q ü ê n c i a s ,  há p e r f e i t a  
''causalidade'" e n t r e  os s i n a i s  de e x c i t a ç ã o  e da r e s p o s t a .  Se o v a ­
lor for z e r o  (0 ), não há boa " c a u s a l i d a d e "  e n t r e  um e o u t r o  sinal 
med i d o s .
0  c o e f i c i e n t e  de c o e r ê n c i a  e nt r e do is  s i n a i s  x(t) e y(t> é 
de f i n i do como*
_ | Gy y   ^^  ^ | - i ... E q .( 5 »i ?)
Gx ( f ) G y ( f )
- 1 3 0 -
onde! G,.,(f) e G y (f) sã o  as d e n s i d a d e s  e s p e c t r a i s  de p o t ê n c i a  de x(t) 
e y(t), r e s p e c t i v a m e n t e  e G ;.,y(f) —> é a d e n s i d a d e  e sp ec t r a l  c r u z a d a  
ent re x < t ) e y (t ) .
A Fig. 5 . 1 9  f o r n e c e  um r e g i s t r o  t í p i c o  de uma  F u n ç ã o  de 
T r a n s f e r ê n c i a  c o m  a r e s p e c t i v a  f u n ç ã o  de c o e r ê n c i a .
Fig» 5 . 1 9  - F u n ç ã o  de T r a n s f e r ê n c i a  e F u n ç ã o  de C o e r ê n c i a  c o r r e s p o n ­
de n te »
Q u a n t o  ao m é t o d o  de impacto, o m e s m o  é m u i t o  p o p u l a r  e 
p r e f e r í v e l ,  por s u a s  d i v e r s a s  v a n t a g e n s :  (Re f.E563)
a) N e n h u m a  i n s t a l a ç ã o  e s p e ci al  é r e q u e r i d a  p a r a  c o n d u z i r  o 
t e s t e  p
b) n e n h u m  e x c i t a d o r  e l e t r o m e c â n i c o  é r e q u e r i d o ;  e 
c> o m é t o d o  é e x t r e m a m e n t e  ráp ido .
A d e s v a n t a g e m  p r i n c i p a l  é que o e s p e c t r o  de p o t ê n c i a  
( d e n s i d a d e  e s p e c t r a l  de p o t ê n c i a )  da f or ça  e x c i t a d o r a  não  é 
f a c i l m e n t e  c o n t r o l a d o ,  o qu e po de  ca u sa r não--'l i near i dades, as q u a i s
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r e s u l t a m  em n ã o  r e p e t i b i 1 idade e n t r e  as m e d i ç e o s  s u c e s s i v a s .  Isto é 
um a  c o n s e q ü ê n c i a  d i r e t a  da f o r m a  e da a m p l i t u d e  do sinal da f o r ça  
exc itadora. A f o r ç a  de impacto po d e ser a l t e r a d a  c o n f o r m e  a d u r e z a  da 
p o n t a  d o m a r t e l o ,  o que, por sua vez, pode  a lt e ra r o es pec tr o.
Eni ger al , q u a n t o  m a i s  larga for a b a n d a  da f o r ç a  impulsiva, 
m a i s  b a i x a s  s e r ã o  as f r e q ü ê n c i a s  ex ci t a d a s .  Assim, um m a r t e l o  com  a 
p o n t a  c o m  a l t a  d u r e z a  p o d e  ser u s a d o  pa r a  e x c i t a r  as a l t a s  
f r e q ü ê n c i a s  e, um a p o n t a  mac ia , a e n e r g i a  de impacto será me lh or  
c o n c e n t r a d a  n a s  b a i x a s  f r e q ü ê n c i a s .
A Fig. 5. 2 0  m o s t r a  um p u l s o  de f orç a de impacto t í p i c o  e seu 
r e s p e c t i v o  e s p e c t r o s  _______ _____—
F(uu)i
f (t)
-
-  ■ fc
, . U  .fc ,» | 1ms 100 1000 ' 10000 (a) (b) h z
Fig. 5 .2 0 - P u l s o  de f or ça  de impacto e e s p e c t r o  t í p i c o s
a) H i s t ó r i a  no t e m p o
b) E s p e c t r o  de F r e q ü ê n c i a
5 . 4 . 2  - C u r v a s  O b t i d a s  (F un çã o R e s p o s t a  em F r e q ü ê n c i a )
As c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  para o b t e n ç ã o  das F u n ç õ e s  de 
T r a n s f e r ê n c i a  (I n e r t â n c i a >, forams
a) C o n j u n t o  e i x o / d i s c o s  b i a p o i a d o  (r ig id amen te);
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b) c o n j u n t o  e i x o / d i s c o s  b i a p o i a d o  em b o r r a c h a  s i n t ét ic a?  
c.) e i x o  (sem os d is co s)  b i a p o i a d o ;  e
d) c o n j u n t o  b i a p o i a d o  r i g i d a m e n t e  com a c e l e r ô m e t r o  s ob re o 
d isco.
N a s l e g e n d a s  do s r e s p e c t i v o s  e s p e c t r o s  são e s t a b e l e c i d o s  os 
p a r â m e t r o s  a m o s t r a i s  s e l e c i o n a d o s  no A n a l i s a d o r  de Fo ur ie r,  c o n f o r m e  
Figs. 5.2i a 5.24::
%c
Fig. 5.2Í - F u n ç ã o  de T r a n s f e r ê n c  i a (í n e r t â n c i a ) do c o n j u n t o  Bi a p o i a ­
do
Acer 1 e r ô m e t r o  a í/3 de í dos d i s c o s  
Fc Í250 Hz - N 2 0 4 8  p o n t o s  - Í00 m é d i a s
• - í 34-
_J ... 1 " .." T  ' 1 1 p -- — r
ca o o Q o
in *r NI ••1%
F i g . F u n ç ã o  de T r a n f e r é n c i a  <I n e r t â n c i a > do C o n j u n t o  B i a p o i a d o  
em Bor r a c h a  Si nte t ica (Lsp » s knini) ~ A c e l e r ô m e t r o  no cen~ 
tro do ei x o Fc = Í250 Hz -- N = 20 4 8 p o n t o s  - Í00 médias.
-  í  35--
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F i g » 5. 2 3
.I 111....I..... — I— - J “ r
o O o o o
W »1 N)I
F u n ç ã o  de T r a n s f e r e n c i a  ( I n e r t a n c i a  do ei xo  sem os d i s c o s
< B i apo i a d o )
A c e l e r ô m e t r o  no e i x o  a i/3 de í dos d i s c o s  
F(:: - 1250 Hz - N = 2 0 4 8  p o n t o s  -- 100 mé di as .
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B i apoi ado
Funçao de TraniFerênc ia (Inertância) do Conjunto
A c e l e r o m e t  ro no d i s c o  
F — 1250 H s ■" N — 20 4 8 pon tos - 100 médias»
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5 . 4 . 3  - V a l o r e s  e n c o n t r a d o s / C o m e n t á r i o s
IS FN(Hz> 23 FN(Hz) 3 2  FN (Hz)
M o d e l o  A n a l í t i c o  (vide C a p „ 4  ) 64,6 2 0 7 ,3 42 Ü r 4
E s p e c t r o  de Potência'»
C o n j .b i a p o i a d o  r i g i d a m e n t e  (Fig.5.7) 5 7 , 1 . 426
F u n ç õ e s  de Tr an sf  er ênc i a (llner t ânc i a )
57, 3
2,52
8,65
2 0 7, 6
2,85
3 7 , 6 3
419 
. 1428 
3,71
C o n j .b i a p o i a d o  r i g i d a m e n t e  (Fig.5.2) 
F a to r de A m o r t e c i m e n t o  (X)
Coef. de A m o r t e c i m e n t o  (rad/s)
C o n j . b i a p o i a d o  em b o r r a c h a  s i n t é t i -  
ti ca (F ig .5 .2 2) 52,5 201 ,5 423
EI i xo (sem os di s cos ) bi a p o i a d o  r i g i ­
d a m e n t e  (F ig .5 .2 3 ) 58,6 2 0 7 , 6 430
Q u a d r o  5.3  -■ V a l o r e s  e n c o n t r a d o s  na FRF e c o m p a r a d a s  com  o m o d e l o  
a n a l í t i c o  e e s p e c t r o  de p ot ê nc ia »
As c a r a c t e r  íst icas m a i s  i m p o r t a n t e s  o b s e r v a d a s  n e s s a s  f i g u r a s  foram:
F i g . 5.21 - Con j unt o b i apo  i ado r i g i d amen t ej----------- -----------
As d u a s  p r i m e i r a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  são d e s t a c a d a s  
n i t i d a m e n t e  e n q u a n t o  q u e  a t e r c e i r a  não é tão e v i d e n t e  d e v i d o  à 
c o l o c a ç ã o  do a c e l e r ô m e t r o  s o b r e  o eixo, a 1/3 de d i s t â n c i a  de um dos 
d i s c o s  ( s i t u a ç ã o  que se c o n f i g u r a  c o m o  t r a n s d u t o r  p r ó x i m o  a um nó). 0  
v al or da 1 2 FN é m u i t o  p r ó x i m o  ao e n c o n t r a d o  no e s p e c t r o  de p o t ê n c i a  
(Fi g.5 .7)  e, o da 2£! FN, bem  p r ó x i m o  ao c a l c u l a d o  a n a l i t i c a m e n t e »  Os 
v a l o r e s  dos c o e f i c i e n t e s  e f a t o r e s  de a m o r t e c i m e n t o  f o ra m aqui 
r e g i s t r a d o s  a t í t u l o  de inform aç ão»
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Fig. 5 . 2 2  - C o n j u n t o  b i a p o i a d o  em b o r r a c h a  s i n t é t i c a s
S i m i l a r m e n t e  ao o c o r r i d o  no e s p e c t r o  de potência,. Fig. 5.8, as 
f r e q u ê n c i a s  n a t u r a i s  d e c r e s c e r a m ,  s e n d o  o e s p e c t r o  d e s l o c a d o  pa r a a 
e s q u e r d a .  Os v a l o r e s  e n c o n t r a d o  p r a t i c a m e n t e  c o i n c i d i r a m  com o t es te  
a n t e r i o r  ( c o m p a r a r  com Fig. 5.8).
F i g . 5 . 2 3  ••■ E i xo sem  os d i s c o s  - apo i o r í g i d o s
C o m p a r a n d o - s e  com  a Fig. 5.Í0, os v a l o r e s  d i v e r g i r a m  na o r d e m  
de 4% (ÍS FN) e 97. (22 FN). 0 m o t i v o  d e s t a  d i s c r e p â n c i a  será 
e x p l i c a d o  n a s  c o n c l u s õ e s  d e s t e  ca pí t u l o .
N o t e - s e ,  ainda, a c o m p o n e n t e  de 4 8 , 8  Hz d e v i d o  à base.
0  e s p e c t r o  t o r n a - s e  b e m m a i s  s i m p l e s  de se a n a l i s a r .
Fig. 5. 2 4 - Con j unto b i ap o i ad o-Ac e 1erometr o no d i sc o “
Os  v a l o r e s  são m u i t o  p r ó x i m o s  aos e n c o n t r a d o s  q u a n d o  da 
o b t e n ç ã o  do e s p e c t r o  de p o t ê n c i a  (Fig. 5.Í2), ma s a d i f i c u l d a d e  em se 
a n a l i s a r  p e r m a n e c e .  T a m b é m  aqui as c o m p o n e n t e s  r e l a t i v a s  às FN do 
c o n j u n t o  d e s a p a r e c e r a m , s e n d o  qu e a e n e r g i a  de v i b r a ç ã o  não foi 
s u f i c i e n t e  p a r a  ve n c e r  o a c o p l a m e n t o  e n t r e  d i s c o / c u b o  do eixo.
As c o m p o n e n t e s  r e l a t i v a s  aos ru_Ld-OS— e^ '1-ét r rcos d e s a p a r e c e r a m
Fig. 5 . 4 . 4  - R e g i s t r o  dos M o d o s  dg V i b r a ç ã o s
Um d o s  o b j e t i v o s  p r i n c i p a i s  da A n á l i s e  Modal é a v i s u a l i z a ç ã o  
do c omp or t amen to d i n â m i c o  d a est r ut ura em est ud o q uan d o exc: i t ad a em 
s u a s  f r e q u ê n c i a s  n a t u r a i s .  Assim,- as F i g ' s  5. 25  a 5 .2 7 m o s t r a m  as 
v i s t a s  p r i n c i p a i s  o b t i d a s .  As li nh as  r e t a s  r e p r e s e n t a m  a s i t u a ç ã o  
r o t o r  em r e p o u s o  , c o n s t i t u i n d o  o m o d e l o  es p ac ia l f o r n e c i d o  pe lo  
c o m p u t a d o r  c o n f o r m e  o e s q u e m a  da Fig. 5.Í7.
\ í
. 5 »25 - 12 Mo do  de V i b r a ç ã o  ••■ FN = 57. 3 H 
V i s t a  F r o nt al »
- 1 4 Í -
F i g .  5 . 2 6  - Í2 M od o de V i b r a ç ã o  - F N  = 57»3 Hz 
V i s t a  I s o m é t r i c a .
-  í  A 2 --
i
î 1 
î !
\
\
\
\
Fis. I ci/ 32 M o d o  de Vi b ra c 
V i s t a  F r o n t a l .
ç á o  ~ FN = 419 h z
•143 -
N o t a - s e , n a  F i g .  5 . 2 5 ,  a r e g i ã o  i n d i c a d a  c o m o  s e n d o  d e  m á x i m a  
t e n s ã o  ( s i m u l a ç ã o  d o  r o t o r  e m  f u n c i o n a m e n t o ) ,  r e g i ã o  e s t a  e m  q u e  
j u s t  a m e n  t e o c o r r  e r a m  a s  t ri n c a s  c i r e u n f e r e n c i a i s ,  1 e v a n  d o  o r o t o r  à 
f a 1 h a (f ot o s  2 . 8  e 2 . 9 ) .
A  t í t u l o  d e  i l u s t r a ç ã o ,  o 32 m o d o  fo i r e p r e s e n t a d o  n a  F i g .  
5 . 2 7 »  A  c o n f i g u r a ç ã o  s e n o i d a l  «  __ ^ — ^) é r a z o a v e l m e n t e  r e p r e s e n ­
t a d a »  U m  n ú m e r o  m a i o r  d e  p o n t o s  f o r n e c e r i a m  m e l h o r  i n d i c a ç ã o  d o  m o d o »
5 . 5  ~ C O M E N T Á R I O S  G E R A I S / C O N C L U S Õ E S
0 q u a d r o 5 » 4 a p r e s e n t a  os v a 1 o r e s e n c o n t r a d o s u t i 1 i z a n d o ••■ s e o
Mod eIo An a 1 í t ico e F u n ç ã o  de T r a n s f  er ênc i a ••
----------- -------------- ------- --------- — ------- -
Mod e 1 o An a 1 í t i co ÍS FN(Hz) D i f . % '•>a p>.i/ u-Y \ t:.. » Ix m u , / n  ; ,t> ■/IV » 1 « /« O  Cl C M  / U. ”7  ^N J —  1 1 X \ 1 1 J... t r\ : n "/1/ 1 V n /n
6 4 , 6 2 0 7 , 3 4 2 6 ,  4
F u n ç ã o  de T r a n s f » 
( Inert ânci a > 5 7 ,3
-ii , 3
2 0 7 , 6
+ O , í
4 1 9
- \ ‘7Xy
Q u a d r o  5»4  - M o d e l o  A n a l í t i c o  x Iner t ânc i a »
P o d e - s e  a f i r m a r  q u e  as d i s c r e p á n c i a s  e n c o n t r a d a s
( p r i n c i p a l m e n t e  na íS FN) f o r a m  d e c o r r e n t e s  de!
a) Os a p o i o s  c o n s i d e r a d o s  no c a s o  a n a l í t i c o  sã o i d e al me nt e r í g i d o s  
( i m p e d â n c i a  infin ita  dos su por t e s )«
Na p r á t i c a ,  os p e d e s t a i s  p o s s u e m  im pe dân ci a finita» 0 a p o i o  das 
m a n g a s  do eixo, be m c o m o  a interf ace  d e f i c i t á r i a  e n t r e
p i s o / p e d e s t a l ,  não  o f e r e c e r a m  r i g i d e z  a de q u a d a ,  c o n f o r m e  Fig. 
5.28S
Fig« 5 «2. 8 - Suporte: do rotor»
M a i or  r i g i d e z  c o r r e s p o n d e  a maior f r e q ü ê n c i a  na tu ra l » Nas 
f r egiiênc-i-as—de 2S e 32 o r d e m  este p a r â m e t r o  não  se m o s t r o u  
s i g n i f i c a t i v o »  C o m  r i g i d e z  a d e q u a d a  (apo ios  ma is  r í g i d o s  —* 
i m p e d â n c i a  elervada) o ac r esc i mo da í 2 FN d e t e r m i n a d a  e x p e r i m e n t a l m e n ­
te s e r i a  s e n s í v e l ;
b) FI ex i b i1 idade dos d i s c o s  a o m o d e l o  do rotor em e s t u d o  c o n s i d e r a  o 
r ot or c o m o  um c o r p o  r í gi do . T r a b a l h o s  r e a l i z a d o s  n e s t a  área por 
o u t r o s  a u t o r e s  (Ref's C283 , C57I1 e C58D) const at ar am a in f l u ê n c i a  da 
f l e x i b i l i d a d e  dos d i s c o s  nas  f r e q ü ê n c i a s  r e s s o n a n t e s »  0 e f e i t o  é a 
r e d u ç ã o  da s  m e s m a s ,  l e v a n d o - s e  em c o n ta  o d i â m e t r o  do s  d i s c o s  e 
e s p e s s u r a  das c h a p a s ,  p r i n c i p a l m e n t e .
C o n s i d e r a n d o - s e  que."
í - Os d i s c o s  são  c o n f e c c i o n a d o s  em T i t â n i o  (favorável à 
f 1 e x i b i1 i dade)y
2 - P o s i ç ã o  do s d i s c o s  s o b r e  o rotor;
3 - C o n f i g u r a ç ã o  do í2 mo do  de v i b r a ç ã o  (Fig. 5„24), 
p o d e - s e  c o n c l u i r  que a ÍS F'N o b t i d a  e x p e r i m e n t a l m e n t e  é
inferior, em parte, à c a l c u l a d a ,  d e v i d o  ao e f e i t o  da f l e x i b i l i d a d e  
dos  discos,,
P e l o  e x p o s t o ,  l e v a n d o - s e  em c o nt a os p r o b l e m a s  a p r e s e n t a d o s  
p e l o  r o to r (Cap. 2) e d e t e r m i n a ç ã o  e x p e r i m e n t a l  da s m es m a s  (via 
d i g i t a l ) ,  c o n c l u i - s e  que o c o n j u n t o  t r a b a l h a  em r e s s o n â n c i a ,  f i c a n d o  
a rela_ç_ão__
f r e q u ê n c i a  de t r a b a l h o  
íS f r e q ü ê n c i a  natural
A m o d i f i c a ç ã o  do ro to r , bem com o a l t e r a ç õ e s  no s i s t e m a
e x a u s t o r  em ge ral , s ã o  s u g e r i d a s  no C a p í t u l o  ó, a segu ir.
C A P Í T U L O  <£»
M E D I D A S  C O R R E T I V A S
6 . í - S I S T E M A  R O TO R (EIXO + D I S C O S )
U m a  da s  s u g e s t õ e s  c o g i t a d a s  pa r a se d ir im ir  o p r o b l e m a  das 
t r i n c a s  do r e v e s t i m e n t o  ( E b o n i t e  ou T itâ ni o) foi a c o n f e c ç ã o  do eixo  
t o t a l m e n t e  em T i t â n i o  (AS TM-B--348, Grau  5, para se aufer ir maior r e si s 
t ê n c i a  m e c â n i c a ) »
S ã o  as segui n t e s as p r o p r i e d a d e s do T i__r__Gr- a u —S—x—A ç cfs
Pjj ” 4500 K g / m 3 PAco ~ 7850 K g / m 3
E t í = í í 4 G N / m 2  E Aco 210 G N / m 2
cxj j :: 9,7 x 1 0“'Ó /°C a Aco x 1 0 “^ /°C
P r o c e d e n d o - s e  ao c á l c u l o  da 13 F r e q ü ê n c i a  Natural foi e n c o n t r a ­
do 73 „2 Hz, p o r t a n t o  18% a c i m a  da f r e q ü ê n c i a  de e x c i t a ç ã o  (60 H::) „
C o n s  i d e r a n d o - s e x
a) niy j 0,6 m Aco
b) E tí a 0,5 E A c o
c: ) E f e i t o  da f l e x i b i l i d a d e  dos  s u p o r t e s  r ea is
d) C u s t o s  e
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e) m a t e r i a l  i m p o r t a d o
tal s u g e s t ã o  foi d e s c a r t a d a .  Surge, e n t r e t a n t o ,  a qu e st ão s qual a 
f a i x a  ideal de t r a b a l h o  de um rotor de e x a u st or  ? P r o c e d e m d o - s e  a uma 
p e s q u i s a  b i b 1 i ogr af i ca , a N o r m a  AP I--673 ^Ref.L 5S> II] r e c o m e n d a  quer o 
e i x o  de um v e n t i l a d o r  ( e x a us to r)  d e v e r á  ser " r í g i d o "  isto é, ser 
p r o j e t a d o  p a r a  t r a b a l h a r  a b a i x o  da iS F N , c o n f o r m e  Fig. ó.í a seguir::
N c ~ r o t a ç ã o  c r í t i c a  
MS = M a r g e m  de S e p a r a ç ã o
Fig. ó.í - M a r g e m  de S e p a r a ç ã o  dos  M o d o s  Lat er ai s.
A M a r g e m  de S e p a r a ç ã o  p a r a  e i x os  de e x a u s t o r e s  d e v e r á  ser, no 
m í n i m o  de 55%  a c i m a  da m á x i m a  r o t a ç ã o  de tr ab a l h o ,  d e v e n d o  os m e s m o s  
s e r e m  c o n f e c c i o n a d o s  com um e r r o  m á x i m o  de c o n c e n t r  ic idade de 25 ^m
A q u a l i d a d e  de b a l a n c e a m e n t o  r e c o m e n d a d a  por e s t a  N o rm a é gr a u 
G 2,5, ou seja, um g r a u  a m a i s  qu e o e s t a b e l e c i d o  p e l a s  N o r m a s  ISO 
í9 4 0  e V D I - 2 G 6 0  (Ref. C 60 ] e II óí :} ,
As s i m ,  a m o d i f i c a ç ã o  das  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  foi e f et ua da , 
c o n s i d e r a n d o - s e  o e i x o  em aç o e su a s p r o p r i e d a d e s  d i n â m i c a s ,  como  s e ­
gue :
ó •i ■i - A l t e r n a t i v a s  p a r a  m o d i f i c a ç ã o  das F N s 
I r e s  a l t e r n a t i v a s  s ã o  apresentadas'»
a) A d i ç ã o  do a m o r t e c i m e n t o
b ) A l t e r a ç ã o  da m a s s a  do ei xo
c ) Alt er a ç ã o  da r i g i dez do ei x o ---------------------------- -
a) A a d i ç ã o  do a m o r t e c i m e n t o  t e r i a  o e f e i t o  de r e d u ç ã o  m í n i m a  das f r e ­
q ü ê n c i a s  n a t u r a i s .  Isto s e r i a  po ss ív el  ( p r i n c i p a l m e n t e ) a t r a v é s  da 
s u b s t i t u i ç ã o  dos  m a n c a i s  a n t i f r i c ç ã o  ( r o l am e nt os ) para  m a n c a i s  de d e s ­
l i z a m e n t o  ( B a bb it t) . 0 f i l m e  de óleo  f o r n e c e r i a  o a m o r t e c i m e n t o  d e s e ­
jado. C o n t u d o ,  o e i x o  c o n t i n u a r i a  s e n d o  fl exí ve l (port an to,  c o n t r a  ae 
r e c o m e n d a ç õ e s  da A P I - 6 7 3 ) .  A ca d a p a r t i d a  do e q u i p a m e n t o ,  o b r i g a t o r i a ­
m e n t e  o e i x o  d e v e r i a  p as s a r  pe la  p r i m e i r a  r o t a ç ã o  c r í t i c a ,  com t o d o s  
os s e u s  i n c o n v e n i e n t e s .  Ass im , es ta  h i p ó t e s e  foi d e s c a r t a d a .
b) A f r e q ü ê n c i a  n a tu ra l é i n v e r s a m e n t e  p r o p o r c i o n a l  à ra i z q u a d r a d a  da 
m a s s a  (FN ~ í/2tt j K/M ). D e s t a  forma, pa ra  que o rotor se t o r n a s s e
- 1 4 9 - .
r í g i d o ,  n e c e s s á r i o  s e r i a  a r e d u ç ã o  s u b s t a n c i a l  da ma ssa, o que a c a r r e ­
t a r i a  c o m p r o m e t i m e n t o  da r e s i s t ê n c i a  m e c â n i c a  do eixo, t a nt o à to r ç ã o  
( p a r a d a s  e p a r t i d a s  do e q u i p a m e n t o ) ,  q u a n t o  á flexão;
c) 0 p r o c e d i m e n t o  m a i s  c o m u m  c o n s i s t e  na a l t e r a ç ã o  da r i g i d e z  do eixo, 
o que  p o d e r i a  ser c o n s e g u i d o  a t r a v é s  de s
í ) R e d u ç ã o  da d i st ânci a ent re m a n c a i s »
E s t a  a l t e r n a t i v a  foi d e s c a r t a d a  po is  i m p li ca ri a na m o d i f i c a ç ã o  
da b a s e  e c a r c a ç a ,  o que  c o m p r o m e t e r  ia a p r o d u t i v i d a d e  do e q u i p a m e n t o  
( d e c o r r e n t e  do n ú m e r o  de d i a s  de p a r a l i s a ç ã o  do mesm o);
2 ) A u m e n t o  do d i â m e t r o  do e i x o » _____ _______
_E—a—a4-t-e'm~a~ t~i~v~a m a is vi ável , cons i der a n d o - s e  que K^EI ( r i g i dez 
d i r e t a m e n t e  p r o p o r c i o n a l  ao f a to r M o d u l o  de Young v e z e s  M o m e n t o  de I.~- 
n é r c i a  da seç ão ) e que, p a r a  s e ç ã o  c i r c u l a r  I - n d ^ / 6 4 , ou seja, a 
f r e q ü ê n c i a  n a t u r a l  v a r i a  com  o q u a d r a d o  do d i â m e t r o  do eixo»
P a r a  qu e  nã o se t e n h a  a u m e n t o  c o n s i d e r á v e l  da m a s s a  do e ix o (o 
qu e  implica em p e r d a  de p o t ê n c i a  e ca rg a a di ci o n a l  aos ma nc a i s ) ,  a o p ­
çã o ma i s viá ve l é se u t i l i z a r  t u b o  me câ n i c o ,  o que, a l é m  de p o s s u i r  
p r o p r i e d a d e s  m e c â n i c a s  e x c e l e n t e s ,  é a c o n c e p ç ã o  ideal p a r a  t r a n s m i s ­
são de p o t ê n c i a  e n v o l v e n d o  t o r ç ã o  (neste caso, nas p a r a d a s  e p a r t i d a s  
do e q u i p a m e n t o ) .  A p ó s  c á l c u l o s  s u c e s s i v o s ,  a s o l u ç ã o  que p r o c u r a  c o n ­
c i l i a r  e i x o  r í g i d o  e n ã o  c o i n c i d ê n c i a  das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  de o r ­
dem  s u p e r i o r  com  as f r e q ü ê n c i a s  de e x c i t a ç ã o  do e q u i p a m e n t o  
( r o l a m e n t o s ,  fp a s s a g e m  ■* a a d o ç ã o  do s i s t e m a  e s q u e m a t i z a d o  na Fig.
6.2, a seguir!:
•• i  5 í  ••
Fig. 6. 2 - E s q u e m a  do rot: or m o d i f i c a d o .
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As f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  e n c o n t r a d a s ,  u t i l i z a n d o - s e  o M ét o d o  de 
Mat r i ;-:es d e Tr an sfer ênc ia, for am s
ÍS FN 23 FN 33 FN
10 3, 3 Hz 3 2 2 , 7  Hz 7 4 1, 8 Hz
P o r t a n t o ,  o p r o j e t o  s u g e r i d o  p r ev ê que a iS FN fica a 727. da 
f r e q ü ê n c i a  de t r a b a l h o  (60 Hz)»
0 b ser v a - se q ue , em u ma d a s m a n g a s ( F i g „ 6 „ 3 ) provi d en c: i ou s e 
um f u r o  de 3/8", o qual p e r m i t e  a s a íd a do ar q u e n t e  d u r a n t e  a o p e r a ­
çã o do ro to r»  C a s o  c o n t r á r i o ,  o e i x o  p o d e r i a  so fre r empeno,, As c a r a c ­
t e r í s t i c a s  do tu bo  m e c â n i c o  são:
Q u a l i d a d e  S T -5 2 Normal isado
jS e x t  „ Í 6 0  m m  _______  _ _____ _____ _____ _
0  i n t . 90 mm
C a r g a d e r u p t u r a ■“ 5 0 6 2 l< g / m ni'; - 
L i m i t e  e l á s t i c o  > 30 Kg/mm';- 
C o m p o s  i ç ao quí mi c a s
% C = 0, í8
7. Mn ~ 1,40 
% S i - 0 , 5 0  
X P 0 , 0 4 5  
% S < 0 , 0 4 5
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F . 9 » 6.3  D e t a l h e  da m a n g a  do eixo com furo,
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6 . 2  - M O D I F I C A Ç Õ E S  G E R A I S :
As d e m a i s  a l t e r a ç õ e s  r el ac i o n a m - s e  como  segues
6 . 2 . í ~ R e v e s t i m e n t o  do E i x o s
D e v e r á  ser e x e c u t a d o  com  Ti B- 348 , Gr a u 2, e s p e s s u r a  3 mm, po rém com  a 
p a r t i c u l a r i d a d e  de que  a p r o t e ç ã o  t r o n c o - c ô n i c a  ser a d e q u a d a  aos e s ­
f o r ç o s  (em pu x os ) a x i a i s  nos di sc os , não o f e r e c e n d o  r e s i s t ê n c i a  aos 
m e s m o s .  As t r i n c a s  e r u p t u r a s  n e s t a  r e g i ã o  d e v e r ã o  d e s a p a r e c e r  (vide 
F i g . 6 » 2 ) .
6 .2 . 2  - V e r i f i c a ç ã o  do a c r é s c i m o  da r i g i d e z «
P o d e - s e  c o n s i d e r a r  o e i x o  r e v e s t i m e n t o  co mo  um s i s t e m a  com a s s o c i a ­
ção em p a r a l e l o ,  P a r a  um s e ç ã o  circi. ' *
... E q .( 6 .í )
64
. K eq = C x rr II í í 4 x Í09 <0 , i ó é 4 - ® , 1 6 0 4 ) + 210 x 1 0 9
64
( 0 , í ó 04 -  0 , 0 9 0 ^  >::i
K P q — C x 6 . 6 6 1 . 1 7 9 , 6 (p ro je to  su ge r i d o )
S i m i l a r m e n t e ,  p / o  p r o j e t o  o r i g i n a l  (eixo maci ço)  será obt ido s
P o r t a n t o ,  o s i s t e m a  s u g e r i d o  t e r á  um a c r é s c i m o  de 164%, em sua
r i g i dez
A Fig. 6.4 f o r n e c e  uma idéia c l a r a  do p r o j e t o  o r i g i n a l  x p r o j e t o
— í  5 6 -
6 2  „ 3 •• A u m e n t o  da R i g i d e z  dos Dis cos »
Fro i c on seg u i d a at r a v é s  d a f i xaç ão d e 3 a '1 et as 1 at er a i s
< e n r i j e c e d o r e s ) n o s (i i s c os, e 1 i m i n a n d o ••■ s e a t e n d é n cia d a f o r m a ç ã o d a s 
t r i n c a s  c i r c u n f e r e n c i a i s  (vide F i g „ 6.2)«
6  .2.4 - Acop  I anient o s
0 o b j e t i v o  em se s u b s t i t u i r  o a c o p l a m e n t o  atual (FALK-St eelfJ. ex 
1 2 F) era de se limi tar  o t o r q u e  de p a r t i d a  do motor elétrico*" o r oto r 
a t i n g e  su a r o t a ç ã o  no m i n a l  em p o u c o s  se gun do s.  C om o os m a n c a i s  são do 
t i p o  a n t i f r i c ç ã o ,  a v i d a  ú t i 1 dos  m e s m o s  é s e r i a m e n t e  a f e ta da ,  princ i- 
p a 1 m e n t e c o n s i d e r a n d o - s e q u e o s i s t e m a é p a s s í v e I d e s o f r e r b a I a n c e a 
m e n t o  no 1 ocal . C o n t j_id. o-,—n-ã-o-foi encfõntrado, no m e r c a d o  nac io n al , um 
a co p 1 a m e n t o q ue s a t i s f i z e ss e e s ta e x i g é n ci a s a e s p eci f i c a ç ã o ca i f o r a 
da f a i x a  de p r o d u ç ã o  s e r i a d a  dos  d i v e r s o s  f a b r i c a n t e s .  P e s q u i s o u - s e ,
i n c I u s i v e , a a d o ç ã o d e a c o p  1 a m e n to h i d r á u I i c. o , n ã o s e n d o p  o  s  s  í v  e 1 p  e 1 a 
r a z ã o  ac i ma e x p osta. A p r o p ost a , ent ã o , é -
6 . 2 . 5  - L i m i t a ç ã o  do T o r q u e  de P a r t i d a  do M o t o r s
A r o t a ç ã o n o m i n a I ,• s e n d o a t i n g ida g r a d u a Imente, i n c r e m e n t a r á 
substancia lme nte : a vid a útil dos r o l a m e n t o s ,  bem c om o do a c o p l a m e n t o  
r esg uar d ar á o r e vest i men t o d e Fit an i o , m i n i m izan d o -se os ef e i t o s t: or - 
c: i o n a i s n a s p  a r a d a s e p  a r t id a s d o e q u ipam e nto.
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6 .2 . 6  - M u d a n ç a  do s i s t e m a  de l u b r i f i c a g ã o s
A p r o p o s t a  é se al t e r a r  o s i s t e m a  atual (à graxa, manu al)  para 
c i r c u I a t ó  r i o , a 6 1 e o , o q u e p e r m i t i r i a m a i o r t r o c a t é r m i c a d o s m a n •• 
cais, a u m e n t: a r i a a capac i d a d e de rota ç ã o do s r o 1 a m e n t o s 
( c o n s e q ü e n t e m e n t e ,  a v i d a  útil do s mesmos).. 0 e x a u s t o r  a p e n a s  e n t r a r i a  
em o p e r a ç ã o  rned i ant e ac i ona m en t o p r é v i o  da b o m b a de ó 1 e o , o q ue gar an 
t i r i a a p r e s e n ç a d e  1 u b r i f i c a n t e s o b o s e 1 e m e n t o s r o 1 a n t e s d o m  a n c. a 1 , 
e  v i t a n d o s e o a t r i t o s e c: o ( o u d e C o u 1 o m b ) n o a t o d a p a r t: ida.
6 . 2 . 7  - S u b s t i t u i ç ã o  dos m a n c a i s s
Um a  c o m p a r a ç ã o  e n t r e  os m a n c a i s  o r i g i n a i s  e os s u g e r i d o s  pode 
b e r o b s e r v a d a n o Q u a d r o 6.1, abai x o ( c: o n £o rim e—  R-ef—I:—6"2—I T,
L, i m i t e  d e r o t a ç ã o ( r p m ) C a p . d e  C a r g a (N )
g r a x a á 1 e o D i n . (C ) E s t  ., ( C n )
0 r i g i n a 1 S K F - Í 3 Í 6 K  + H3Í6 3 6 0 0 4 3 0 0 8 3 4 0 0 4 2 5 0 0
P r o p o s t  o S K F 2 2 2.16 C C  l< + H 3 i 6 3 2 0 0 4 0 0 0 17  6 0 0 0 í 2 7  0 0 0
Q u a d r o  6 . 1  - C o m p a r a ç ã o  e n t r e  m a n c a i s  d e  p r o j e t o s  o r i g i n a l  e  p r o p o s t o ,
V ê - s  e q u e  a c a p a c  i d a d e d e c a  r g a di n â mi  c a é d u p 1 i c a  d a  e a 
e s t á t i c a ,  p r a t i c a m e n t e  t r i p l i c a d a  e, c o m  o a c r é s c i m o  d o  l i m i t e  d e  
r o t a ç ã o  ( p a r a  4 0 0 0  r p m ) ,  a v i d a  ú t i l  d o  r o l a m e n t o  p r o p o s t o  
( a i.i t o c o m p e n s a d o r d e d u p 1 a c a r r e i r a d e r o 1 o s e s f é r i c o s ) , s e r á b e m 
s u p e r i o r  à d o  a t u a l .
6 .2 . 8  - V e r i f i c a ç ã o  do a l i n h a m e n t o  do a c o p l a m e n t o s
Um e q u i p a m e n t o ,  a p ó s  a l i n h a m e n t o  r i g o r o s o  a frio, so f r e r á  a l t e ­
r a ç õ e s  p r o v o c a d a s  p e l o  a c r é s c i m o  de t e m p e r a t u r a  d u r a n t e  o f u n c i o n a m e n ­
to n o r m a l .  R e c o m e n d a - s e , pois, que a p ó s  a e s t a b i l i z a ç ã o  térmica, o e- 
x a u s t o r  s e j a  p a r a l i s a d o  e o a c o p l a m e n t o  seja r e i n s p e c  ionado q u a n t o  ao 
a '1 i nhamento.,
C o m o  a v e r i f i c a ç ã o  d e v e r á  ser m u i t o  r á p i d a  ( e v i t a n d o - s e  as c o n ­
t r a ç õ e s  do c o n j u n t o )  s u g e r e - s e  que esta o p e r a ç ã o  se j a  e x e c u t a d a  com 
s e n s o r  ó t i c o  "Opt al i gn" (Ref.II 63 3), b a s e a n d o - s e  na e m i s s ã o  e r e c e p -  
ç ã o de r a i o  1 as e r , f o r n e c e nd o u ma p re c i s ã o de m i c ro n s n o a 1 i n h a m e n t o „
A F i g . 6  „5 f or n ec e uma idéia d o s i st^enia_(-s-e-n-do---o—  níe smo r ec. en t: emen t e
i n t r o d u z i d o  no Brasil e de p r o c e d ê n c i a  alemã).,
F i 9 » 6.5  ~ P r i n c í p i o  de o p e r a ç ã o  do s i s t e m a  de ra io  laser»
- Í Ó 0 -
6.2.9 ~ A d o ç ã o  do P r o g r a m a  de H a n u t e n ç ã o  P r e d i t i v a  <Ref.i: 64 3)
E s t e  p r o g r a m a  tem por o b j e t i v o  b á s i c o  o i n c re me nt o da produti 
v i d a d e  de um e q u i p a m e n t o  m e d i a n t e  a d e t e c ç ã o  e a c o m p a n h a m e n t o  da evo 
l uç ão  de um d e f e i t o  i nc i p i e n t e  atravojs da m e d i ç ã o  e a n á l i s e  das v ibr a 
ç õ e s «
A Fig. ê.Ú a p r e s e n t a ,  co m o s ug es tã o,  a f o lh a de r e g i s t r o  da 
v i b r a ç õ e s , (e s p e c t r o s  de F r e q ü ê n c  ia) na s d i r e ç õ e s  vert i c a l , hor i zo nt a 
e axial. 0 nível de a l a r m e  d e v e r á  ser e s t a b e l e c i d o  em 8 m m/ s e o repa 
ro d e v e r á  ser p r o g r a m a d o  a n t e s  qu e o nível a t i n j a  Í6 mm/s.
A F i g . 6.7 a p r e s e n t a ,  e s q u e m a t i c a m e n t e ,  os p a s s o s  do pr og r a m a :
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PERÍODOS DE MEDIÇÃO DAS VIBRAÇÕES
REPARO NECESSÁRIO
I • i g « 6 » 7 ~ C ur va  d«t B a n h e i r a "  ~ M a n u t e n ç ã o  Prédit: iva por
V i b r a ç õ e s .
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QUEBRA
/
y
TEMPO
Análi se de
6 «2 UÍ0 ~ M o n i t o r a m e n t o  C o n t í n u o s
F i n a l m e n t e , a  i n s t a l a ç ã o  de um s i s t e m a  de m o n i t o r a m e n t o  c o n t í n u o  
das  v i b r a ç õ e s  com  s i n a l i z a ç ã o  de a l a r m e  e p a r a d a  a u t o m á t i c a  p r o t e g e r á  
o e q u i p a m e n t o  de e v e n t u a i s  f a l h a s  h u m a n a s  q u a n d o  da nã o o b s e r v â n c i a  do 
p r o g r a m a  de M a n u t e n ç ã o  P r e d i t i v a .  N e s t e  caso, este p r o g r a m a  será g r a n ­
d e m e n t e  f a c i l i t a d o ,  s e n d o  o nível de v i b r a ç õ e s  v e r i f i c a d o  i n s t a n t a n e a ­
mente: e c o n s t a n t e m e n t e  da p r ó p r i a  sala  de c o nt ro le . C o n s i d e r a n d o - s e  a 
c r i t i c i d a d e  do e q u i p a m e n t o  no c o n t e x t o  geral da p r o d u ç ã o  numa  u n i d a d e  
s i d e r ú r g i c a ,  um i n v e s t i m e n t o  n e s t a  i n s t r u m e n t a ç ã o  se j u s t i f i c a  p l e n a ­
mente.,
CAPITULO - 7
C O N C L U S Õ E S  E S U G E S T Õ E S
E m b o r a  as c o n c l u s õ e s  t e n h a m  sid o c i t a d a s  nos' c a p í t u l o s  p r e c e ­
d e n t e s ,  n e c e s s á r i o  se faz t e ce r a l g u n s  c o m e n t á r i o s  de o r d e m  geral»
D e s e n v o l v e u - s e  c i n c o  p r o g r a m a s  de c o m p u t a d o r ,  em "Basic"’, para  
d e t e r m i n a ç ã o  da s f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  de um exau&t_on-~i;M-apoïado“» “
0  m é t o d o  de M a t r i z e s  de T r a n s f e r ê n c i a  m o s t r o u  ser o de maior 
v e r s a t i l i d a d e ,  v i s t o  a f a c i l i d a d e  do t r a t a m e n t o  individual dos c o m p o ­
n e n t e s  c o n s t i t u i n t e s  de um s i s t e m a  m ec ân ic o,  bem c o m o  p e r m i t e  a e l a b o ­
r a ç ã o  r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s  das m a t r i z e s  r e p r e s e n t a t i v a s  dos e f e i t o s  
d i n â m i c o s ,  q u a n d o  c o n s i d e r a d o s ,  ta is  como o e f e i t o  g i r o s c ó p i c o ,  e x c e n ­
t r i c i d a d e  d o s  d is cos , e f e i t o s  in erc ia is  r o t a t ó r i o s ,  f l e x i b i l i d a d e  dos 
s u p o r t e s ,  b e m  c o m o  o t r a t a m e n t o  de e ix os  com s e ç õ e s  e s c a l o n a d a s »  Por 
não  ser i te r a t i v o  e sim d i r et o,  o t em po  c o m p u t a c i o n a l  m o s t r o u - s e  bem 
r e d u z i d o »  0 e s t a b e l e c i m e n t o  da s c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  é t r e m e n d a m e n t e  
s i m p l e s  n e s t e  méto do »
Os  m é t o d o s  de R a y l e i g h  e de D u n k e r l e y  m o s t r a r a m - s e  e f i c i e n t e s  
q u a n d o  de d e l i m i t a ç ã o  da j.S FN (lim ite  s u p er io r e inferior, 
r e s p e c. t i v a m e n t  e ) , te n d o o p r i m e i r o d e m o n s t r a d o ni a i o r p r e c i s  ã o q u e o 
s e g u n d o „
f / AE t e s t a d o  t a m b é m  a a p l i c a b i l i d a d e  do p ê n d u l o  t r if il ar , o qual 
d e ivi o s n t r o  u q u e q uant o m a i o r a a 1 1 u r a e n t r e a f i x a ç ã o d os f i o s e a p e ç a 
e n s a i a d a , b e m c o m o u m a gr a n d e f 1 e x i b i 1 i d a d e d e s s e s f i o s , m a i o r s e r á a 
pr ec i são
A f o r m u l a ç ã o  do m o d e l o  do rotor .envolvendo c o t a s  reais, bem c o ­
mo as c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  que  ma is  se a p r o x i m a m  da r e a l i d a d e  são as 
g r an d es r e s p o n s  áv-e-i-s—p e -l~a—aY::ü"rac"fd a d e d os resu 1 1 ad os „
P o d e - s e  o b s e r v a r  que  os e f e i t o s  g i r o s c ó p i c o s  t e r ã o  maior ou m e ­
nor i n f l u ê n c i a  no c o m p o r t a m e n t o  d i n â m i c o  do si st e m a ,  c o n f o r m e  o modo 
que  e s t á  s e n d o  e x c i t a d o  e a p o s i ç ã o  r e l a t i v a  dos d i s c o s  s o br e o rotor»
0  e f e i t o  da f l e x i b i l i d a d e  dos s u p o r t e s  c a u sa  in fl uê nc ia  nas 
f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  ( r e d u z i n d o - a s ) ,  s e nd o m a i s  p r o n u n c i a d a  nas 
f r e q ü ê n c i a s  de o r d e m  s u p e r i o r ,  r a z ã o  p el a qual não  deve ser d e s p r e z a d o  
q u a n d o d o p r o j e t o d e u m s i s t: e m a r o t a t i v o .
U m n ú m e r o r e 1 a t i va me n t e p e q u e n o d e GI... ( í 2) f oi s u f i c i e n t e p a r a 
a e s t a b i l i z a ç ã o  dos v a l o r e s  das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s ,  o que f o r n e c e
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um a  idéia da n ã o  n e c e s s i d a d e  de u t i l i z a ç ã o  de um c o m p u t a d o r  de g r a n d e  
p or t e .  N e s t e  caso, u t i l i z o u - s e  um m i c r o - c o m p u t ador SH ARP  Í500RP, de 
a p e n a s  ííK.
Na a n á l i s e  de s i n a i s  r a t i f i c o u - s e  a inf or ma çã o  de que as m e d i ­
d a s em v e l o c i d a d e  f o r n e c e m  uma  idéias global do gra u de s e v e r i d a d e  a 
q ue t od o o s i st ema est á sub met i d o , i st o é , d et et an d o - s e  c ompon en t es d e 
ba i as a a 11 as f r e q ü é n c  ias. As co mp o n e n t  es de ba i a f reqi.iênc i a pr o v e - 
n i e n t e s  do s  r o l a m e n t o s ,  be m  c o m o  soma e d i f e r e n ç a  de f r e q ü ê n c i a  f o r a m  
f a c i l m e n t e  i d e n t i f i c a d a s  no espectro.,
A A n á l i s e  Modal m o s t r o u - s e  uma f e r r a m e n t a  p o d e r o s a  para a d e ­
ter m i n a ç ã o  das._^jiop.pq-eéardg sr-dTnânT i cas do rotor, f o r n e c e n d o  i nfor m a ç õ e s 
de a l t a  c o n f i a b i l i d a d e ,  com as q u a i s  o p r o j e t i s t a  p o d e r á  e l a b o r a r  as 
m o d i f i c a ç õ e s. n e c e s s á r ias q u e a u f e r irão u m f u n c i o n a m e n t o sua v e d o e q u i 
painento ou e s t r u t u r a .  C o m o a v a n ç o  da t e c n o l o g i a ,  n o t a d a m e n t e  a m i n i a -  
tur izaç ão d os c o mp on  en t es e 1 et r ôn i c o s , a c on st r uç ão  c ompac t a d e An aI i- 
s a d o r e s  de F o u r ier de v á r i o s  c a n a i s  vem r e v o l u c i n a n d o  o c o n c e i t o  de 
E n g e n h a r i a  de P r o j e t o s ,  bem  co mo  p r o p i c i a n d o  a um n ú m e r o  cad a vez 
m ai or de u s u á r i o s  a o p o r t u n i d a d e  de se d e s e n v o l v e r  e q u i p a m e n t o s  mais  
a r r o j a d o s ,  c om  rotaçries até  p o u c o  t e mp o in ad mi s s í v e i s ,  por c a í r e m  no 
t e r r e n o  do d e s c o n h e c i d o .
E n f a t i z o u - s e  a n e c e s s i d a d e  de se e s t a b e l e c e r  as c o n d i ç õ e s  de 
c o n t o r n o  as m a i s  p r ó x i m a s  p o s s í v e i s  da re a l i d a d e ,  r e c o m e n d a n d o - s e  que 
a i m p e d â n c i a  m e c â n i c a  dos  s u p o r t e s  ou p e d e s t a i s  no c a m p o  e no l a b o r a ­
t ó r i o  t e n h a m  v a l o r e s  p r ó x i m o s »
M o s t r o u - s e  a g r a n d e  s e n s i b i l i d a d e  da iS FN q u a n t o  à v a r i a ç ã o  da 
r i g i d e z ,  co m  ê n f a s e  na a l t e r a ç ã o  do d i â m e t r o  e x t e r n o  do eixo; as f r e ­
q ü ê n c i a s  de o r d e m  s u p e r i o r  não  a c o m p a n h a r a m  p r o p o r c i o n a l m e n t e  tal va- 
r i a ç ã o „
A o b t e n ç ã o  das  c u r v a s  F u n ç ã o  R e s p o s t a  eni F r e q ü ê n c i a  c o n s t i t u i -  
-se nu m p r o c e s s o  que d e m a n d a  t é c n i c a  e, so br e t u d o ,  p a c i ê n c i a  do o p e r a -
A nã o r e p e t i b i 1 idade de im pa ct o s na e s t r u t u r a  com v a l o r e s  de 
f o r ç a  não m u i t o  d i v e r g e n t e s  induz a F u n ç õ e s  de I r a n s f e r ê n c i a  com r e ­
s u l t a d o s  d i f e r e n t e s ,  c h e g a n d o - s e  à c o n c l u s ã o  e r r ô n e a  de qu e o s i s t e m a  
é n ã o - l i n e a r .  Es t a é a r a z ã o  pela  qual o t e s t e  de ve  ser r e p e t i d o  vá- 
ri as v e z e s «
As c u r v a s  o b t i d a s  com a c e l e r ô m e t r o  s o br e os d i s c o s  p e r m i t e m  
c o n c l u i r  qu e  o f l u x o  a t r a v é s  da s pás d i f i c i l m e n t e  se r á laminar, seja  
qual for a r o t a ç ã o  de t r a b a l h o »  Em q u a l q u e r  uma delas, h a v e r á  e x c i t a ­
ção de a l g u m a  FN»
A c o n s t r u ç ã o  do n o v o  ro tor com a ta FN em 103,3 Hz g a r a n t i r á  
q u e o m e s m o  s e j a  c o n s i d e r a d o  r íg id o,  o qual, q u a n d o  d e v i d a m e n t e  b a l a n ­
c e a d o  e a l i n h a d o ,  te r á um f u n c i o n a m e n t o  suave»
F i n a l m e n t e ,  por e s t e  e s t u d o  se tr a ta r de um ca s o  p rát ic o, m u i ­
tos  itens que  por si só p o d e r i a m  c o n s t i t u i r  um ú n i c o  t r a b a l h o  f i c a m  
c o m o  s u g e s t ã o  de cornp1 ernentação deste.
E n t r e  os p r i n c i p a i s ,  d e s t a c a m - s e s
a) E s t u d o  da f l e x i b i l i d a d e  dos  d i s c o s  u t i l i z a n d o - s e  a t é c n i c a  de E l e ­
m e n t o s  F i n i t o s ;
b> D e t e r m i n a ç ã o  das FN do c o n j u n t o  u t i l i z a n d o - s e  t a m b é m  E l e m e n t o s  Fi
c) E s t u d o  do f e n ô m e n o  de p r e c e s s ã o  do e i x o  o p e r a n d o  na r e g i ã o  de r es - 
s o n â n c  i a ?
d) I n s t a b i l i d a d e  do s i s te ma ;
e) I n s t a b i l i d a d e  do f l u x o  a t r a v é s  das pás dos di sc os ; e
f> D e s e n v o l v i m e n t o  do e s t u d o  u t i l i z a n d o - s e  M a t r i z e s  de T r a n s f e r ê n c i a  
c o n s i d e r a n d o - s e  e f e i t o  c o m b i n a d o  de f l e x ã o  e torção..
A P E N D I C E  *=i 
S I N O P S E  D O S  M É T O D O S  U S A D O S  EM A N A L I S E  DE R O T O R E S
í - M A T R I Z E S  D E  T R A N S F E R E N C I A  O U  M É T O D O  DE HOL ZE R P A R A  F L E X Ã O
E s t e  m é t o d o  é a p l i c á v e l  e m  a n á l i s e  d e  s i s t e m a s  d i s c r e t o s  c o m  o a u ­
x í l i o  n u m é r i c o  d o  c á l c u l o  m a t r i c i a l ,  o b j e t i v a n d o  a d e t e r m i n a ç ã o  d a s  fre~- 
q ü  ê n e i a s  n a t u r a i s .  C o  n f o r m e P e s t: e 1 e L e c k i e C í A 3 ,• a t é c n i c a c o n s i s t (■:• 
e m  s e  s u b s t i t u i r  o e l e m e n t o  d e  v i g a  r e a l  p o r  outjio.,—d e—m e s m a - r T g T c í ê z T  
<fem m a s s a  e n t r e  o s  p o n t o s  d i s c r e t o s ,  s e n d o  n e s t e s  p o n t o s  a c o n c e n t r a ç ã o  
d a m a s s a , c o n f o r m e f i g u r a a b a i x o
F i g A - í V i g a  c o m m a s s a s c o ncen t r a d a s .
Sj é o v e t o r  d e  e s t a d o  d o  p o n t o  _i_ d o  s i s t e m a  e l á s t i c o ,  o u  s e j a ,  u m  
v e t o r  c o l u n a  c u j o s  c o m p o n e n t e s  s ã o  o s  d e s l o c a m e n t o s  d o  p o n t o  i e a s  f o r ­
ç a s  i n t e r n a s  c o r r e s p o n d e n t  e s „ O s  e x p o e n t e s  E e D i n d i c a m  l a d o  e s q u e r d o  e 
d i r e  i t o , r e s p e c t  i v ã m e n t e  .
• í 7 O
I s o l a - s e  p r i m e i r a m e n t e  o e l e m e n t o  de vi ga  e n t r e  os p o n t o s  i-í e i,
cuj a r epr esen t a ç ã o  es qu e m á t  i ca é a seg u i n t e "
Os d o i s  d e s l o c a m e n t o s  são  a d e f l e x ã o  d_ e a i nc l i n a ç ã o  tp? as f o r ç a s  
c o r r e s p o n d e n t e s  sãos f o r ç a  c is al h a n t e  V e m o m e n t o  de f l e x ã o  M, c o n f o r m e  
v e m o s  na Fig. A ••■■•2«
A p 1 i c a n d o - se as 1 eis de e q u i 1 í b r i o d e Ne w to n  no e 1emen t o d e vi g a 
t e m - s e  s
V i E -  V j D = 0 . s V i E = V i _ i D . . .  E q . ( A - í )
M j c- - M j ._ iD -• V jf- x 1 j - O . s Mj i:- -- M j ... j D + V j „ iD x 1 i
„ « „ E q . < A - 2 )
Da Res  istenc i a dos M a t e r i a i s  t e m - s e  que as e q u a ç 5 es q ue  r e 1 ac i ona m
a d e f l e x ã o  e i n c l i n a ç ã o  de uma  vi g a em bal an ço , de rigidez: à fl e x ã o  EI, 
s u j e i t a  a um m o m e n t o  M e e s f o r ç o  c i s a l h a n t e  V, em sua e x t e m i d a d e  livre, 
sã o  d a d a s  por:
d = - H l 2  + V I 3 . .. E q. (A- 3)
2EI 3EI
«f = Ml_ - M l 2  . .. Eq . ( A--4 )
EI 2EI
A p l i c a n d o - s e  e s t a s  e q u a ç õ e s  ao p r o b l e m a  em q u e s t ã o  e te ndo  em 
c o n t a  a F i g „ A-2, v e r i f i c a - s e  que ü
d j E •- d j j ^  - if j _ 3 ^  1 j - M j k I j 2 + V j E 1 j 3 . . . Eq „ < A-5 )
2 ( E I ) j 3<EI)j
V i E :: i - i D + H j E 1 j - V j E 1 j 2  . . . Eq . ( A - 6 )
(EI ) j 2 ( E I ) j
Da m e s m a  f o r m a—gu-e—(-A-l~)~~~é ("A-2) , as e q u a ç õ e s  (A-5) e (A-ó) p o d e m  
ser r e a r r a n j a d a s  de tal m a n e i r a  que os e l e m e n t o s  do ve tor  e st a d o  no 
p o n t o  jj^ p o d e m  ser e x p r e s s o s  em t e r m o s  d a q u e l e s  do p o n t o  (i-í)^„
A e q u a ç ã o  (A-3) t o m a r á  a s e g u i n t e  formas
d jE - d j _ ± D - ip j-1 D>íl j < M , - i0 + V j - i D 1 i ) x 1 j2 + V j-a.D >í
2 EI
1 • 3  .-1 1___
3EI
d j - í D  - iD x lj - H j - i.D x I j2 - x li 3 +
2EI 2EI
. 3
3 EI
d j — iL> •• ^ , - iE) x lj - H j „ ± D x 1 j 2 - V j - i D x 1 j 3 ...Eq,(A--5-a)
2EI ÓEI
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Da m e s m a  forma, e q u a ç ã o  (A~ó) ficas
« P j -  = •
~ 4> j _ 1 ^  + M j _ i ^
=: tp j _. i ^  + M j ^ x 
A s s i m  t em -s es
• djl::. - ••■ d i w ^  +
. E
M j E
VjE
if
M
V
\  /
<ò
0
0
O  I.I.
C S }  j E : f : i  j c s } j ... ^
iD - Vi - Í D x li > h -
EI
1 j + Vi~ ÍD x 1 i2 y i -i
El EI
l\ + Vj. iD X 1 i2
El 2 E I
Vj-i D + ■i i2 M j- i D 1 . 3 i
2 EI ÓEI
Vi-i D + 1 j x Mj - 1 D + 1 . 2
El 2 EI
----- «T - T 0’"+ í,
i al , t era-se g
1 1 2 i3
/ \ 
-d D
2EI 6 EI
i 1 1 »p
El 2 EI < >
0 i 1 H
0 0 í i V ^ J i
iD
na d a i ~é s im a m a t r i z de ca mpo
V i - Í D - * i
2 EI
D
2 EI
. E q .  < A - 6 - a )
V j j ^  ( n eg at i vo p ar a 
to rna r t o do s 
o s  element: os 
da m a t r i x  p o ­
sit i v o s )
V i - i D
V - i D
. » . E q „ ( A - 7 )
„Eq. (A - 7 - a )
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A m a t r i z  a ser o b t i d a  a g or a r e l a c i o n a n d o - s e  os v e t o r e s  de e s t a d o  
( e s q u e r d o  e d i r e i t o )  com a ma ss a,  é d e n o m i n a d a  de matriz: de ponto. Seja 
a f i g « A 3 a b a i o
F i g .  A--3 -• D i a g r a m a  d e  c o r p o  l i v r e  d a  m a s s a  m  j 
T o m a  n d o - s e a e q u a ç  o e s  d e e q u i 1 í b r i o ,  p o d e - s e e s c r e  v e r q u e »
0 (1 e s 1 o c a m ento, a i n c 1 i n a ç ã o  e o m o m e n to s ã o c o n t í n u o s n o p o n t o i „ 
A m a s s a , c o n t u d o  , pe la  i n t r o d uça o da f o r ç a de i nér ci a , c aus a u ma 
d e s c o n t i n u i d a d e n o c i s a 1 h a m e n t o .
Assim!
y . D :: y . E. .. IV, jW2 dj „ „ „ E C.] „ ( A “ 9 )
Em  n o t a ç ã o  m a t r i c i a l ,  te m- s e:
/  \
ou
-d D í 0 0 0
/
~d E
4> 0 í 0 0 4>
> =; .< > a
M 0 0 í 0 M
V i mw'- 0 0 i i V i\  /
jjD = LPIlj £ s :> jE a 0 n
O n d e  IIP 3; - i-ésima m a t r i z  de ponto,
E q „ < A •• i <ò )
E q „ C A-í 0 - a )
T e n d o  em v i s t a  que o t r a b a l h o  em q.uestão é r e l a c i o n a d o  com um 
ro to r,  p o d e - s e  r e p r e s e n t á - l o  e s q u e m a t i c a m e n t e  por unia vi g a b i ap oi ad a,
'd ilscFet i z a d a , c o n f o r m e  F i 9 „ A - 4 aba i xo :
0 1 3 -  --♦.... - - n n+1 —•
£
MANCAL
£
MANCAL
F i g „ A-4 - D i s c r e t i z a ç ã o  de um e ix o b i a p o i a d o
Os v e t o r e s  de e s t a d o  d o s  e x t r e m o s  são i n t e r r e l a c i o n a d o s  da 
s e g u i n t e  forma:
C S }n 4. j CF C P ^ n C F D n  CP 3, C F ^ a C P D i C F D i C S Í ^ . . . E q . ( A - 1 í )
o u
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C S } n + i  = LU 3 CS>0
P O I S
= L F' II i t S i 0
c s } ^ 0  = i: p :3 ± c s :> ± E 
= r: p :j á c f  □ ± c s
C S } n + i := C U : 3 C S 3 0  
A  m a t r i z  C U  D é , p o r t a n t o ,  u m a  m a t r i z  q u a d r a d a ,  
r e s u l t a n t e ?  d a  m u l t i p l i c a ç ã o  d a s  v á r i a s  m a t r i z e s  d e  c a m p o  
s i s t e m a .  0  í n d i c e  n_ d e s i g n a  o n ú m e r o  d e  G . L .  . A s s i m ,  p o d e -  
( A . l l . l )  c o m o !
{ \ 
-d S-Ai í * 1 2 *13 *14
/ \ 
- d
4> ______* 2 4 --------- ^ *2 2 *23 *24
„<
M
>“
*31 *32 *33 *34
>
M
V
\ / n + í *41 *42 *43 *44 V\ /
E x p a n d i n d o  o p r o d u t o  de m a t r i z e s ,  resulta::
"'^n + í ~ 111 í d o + *í 2 ^o + M í 3 Mü + * 1 4 lvlo
^n + 1 =:: “*21d o + * 2 2 ^ 0  + * 2 3 M o + * 2 4 y o
^n + 1 “ ~'*31do + * 3 2 ^ 0  + * 3 3 ^ o  + * 3 4 <v'o
^n + 1 ~ "" *4 i d o + * 4 2 v o + * 4 3 ^ 0  + *44'v'o 
P a r a  o c a s o  em q u e s t ã o  (rotor b i a p o i a d o ) ,  as c o n d i c õ e
C.l n 4-n + í 0 M n + i  “ ® d o  = 0 M 0  = 0
. E q . ( A - i í - i )
d e  4 &  o r d e m ,  
e p o n t o  d o  
s e  e s c r e v e r  a
... E q . ( A - í 2 )  
0
... E q . ( A . Í 3 )
... E q . ( A . í 4)
... E q . ( A . í 5)
„ u . ELq . ( A . 3. 6 > 
s d e  c o n t o r n o
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S u b s t i t u i n d o - s e  e s t e s  v a l o r e s  nas e q u a ç õ e s  acima, o bt em -s es
0 = 2 V 0  + ^ Í 4 e ... E q . < A . i 7 . a )
0  -• M 3 2  4>0 + p3 4  yQ . . . E q . ( A . í 7 . b )
P a r a  u m a  s o l u ç ã o  n ã o  t ri vi al  d e s t a s  eq ua ç õ e s ,  o d e t e r m i n a n t e  dos 
c o e f i c i e n t e s  d e v e r á  ser nulo.
As s  i m ,
<ò . .. E q . ( A . Í 8 >
^ i 2  ^14
^32 ^34
C o m o  os e l e m e n t o s  Mj« sã o f u n ç õ e s  da f r e q ü ê n c i a  c i r c u l a r  w, o 
d e t e r m i n a n t e  p r e s t a - s e  p a r a  o c ô m p u t o  das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  
e i r c u 1 a r e s „
0 n ú m e r o  de G.L. d e f i n i r á  o gr au  da e q u a ç ã o  em w'-'-. A nte s de se 
pa s s a r  p a r a  a d e s c r i ç ã o  do m é t o d o  seg ui nte , n e c e s s á r i o  se faz a 
c o n c e i t u a ç ã o  do f e n ó m e n o  do " e f e i t o  g i r o s c ó p i c o "  qu e p o d e  o c or re r na 
m a i o r i a  dos c a s o s  de m á q u i n a s  r o t a t i v a s ,  em menor ou maior intensidade.
í .í - E f e i t o s  G i r o s c ó p i co s (ou de C o r i ó l i s )
R o t o r e s  de t u r b i n a s ,  c o m p r e s s o r e s , e x a u s t o r e s  e b o m b a s  c a r r e g a m  um 
ou m a i s  d i s c o s  ao lo ngo do eixo. S ej a a s e g u i n t e  r e p r e s e n t a ç ã o  
e s q u e m á t i c a  de uma t u r b i n a  e os r e s p e c t i v o s  m o d o s  de v i b r a ç ã o  (até o 
39 ) a
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MAN CAL
a )
b )
MANCAL
(O EIXO EM 
4 l REPOUSO
b) 12 m o d o  cl e v i b r a ç ã o  
c> 22 m o d o  de v i b r a ç ã o
d) 32 m o d o  de v i b r a ç ã o
Os d i s c o s  da f i g » A- S a c i m a  p o d e r ã o  c o n t r i b u i r  ou não pa r a o
s u r g i  m e n t o d o e  f e i t o  g i r o  s c 6 p  i c: o  , d e  p  e n d e n d o d  e s u a I o c a 1 i a ç ã o  a o I o n g o
d o r o t o r e d o q u á o pro i m a e s t a a r o t a ç a o d o r o t o r d e u m de seus m o d o i;>
d e v i b r açao. S e o s d i s c: o s e s t i v e r e m local i z a d o s  e m p o n t o  s ri o d a i s , o s
e f e i t o s  g iroscop icos s e r a o  p r e d o m i n a n t e s ,  pois  há uma p r e c e s s ã o  do d i s c o
- 1 7 8 -
c o r r e p o n d e n d o  às m u d a n ç a s  na i nc lin aç ão,  a qual é m á x i m a  n e s t e s  pontos» 
N os a n t i n o d a i s ,  há um a r o t a ç ã o  pu ra  do d i sc o e não há q u a l q u e r  e f e i t o  
g i r o s c ó p i c o ,  d e v i d o  à i n e x i s t ê n c i a  de inclinação» Assim, o d i sc o III da 
Fig. A- 5 c o n t r i b u i r á  g r a n d e m e n t e  p ar a o e f e i t o  g i r o s c ó s p i c o  no 2? 
m o d o  de v i b r a ç ã o  (ou p r ó x i m o  de le ),  s e nd o que no 12 e 32 m o d o s  há a p e n a s  
r o t a ç ã o  pura» Os d i s c o s  I e V c o n c o r r e r ã o  pa ra  o a p a r e c i m e n t o  do 
f e n ô m e n o  a p e n a s  no 12 modo.
D e s t a  for ma,  os r o t o r e s  em b a l a n ç o  s e r ão  m a i s  s u s c e p t í v e i s  a e s s e s  
e f e i t o s  qu e os r o t o r e s  b i a p o i a d o s ,  h a v e n d o  uma i n f lu ên ci a c o n s i d e r á v e l  
no c o m p o r t a m e n t o  d i n â m i c o  do eixo» N e s t a s  c o n d i ç õ e s ,  o rotor (disco) não 
g i r a r á em s e u p r ÓrtJ-O—p-l-an o cronseq Üe nte mente, as v á r i a s p  a r t í c u I a s d o 
d i s c o  s o f r e r ã o  os e s f o r ç o s  da f o r ç a  c e n t r í f u g a  em d i f e r e n t e s  planos, 
f o r m a n d o  um c o n j u g a d o  (b inário) de e n d i r e i t a m e n t o  do eixo, t e n d e n d o  a 
ret i f i cá-lo»
179
A e x p l i c a ç ã o  f í s i c a  d e s t e  e f e i t o  é a s e g u i n t e  ( co nf o r m e  C Í0 H ) s 
S e j a  o d i s c o  em b a l a n ç o  da F i g . A - 6  abaixo!
Fig» A ~ó  -■ F o r ç a s  c e n t r í f u g a s  em um rotor em balanço,.
Ad m i t e - s e __ g u e. _a _ - v e-1 -o c - i d a d e' ~ã ng u fa r da r o t a ç ã o  e x c ê n t r i c a  do c e n t r o
do e i x o  s e j a  igual à v e l o c i d a d e  a n g u l a r  de r o t a ç ã o  do eixo» D e s ta  forma,
o p o n t o  (€> e s t a r á  g i r a n d o  s e m p r e  e x t e r n a m e n t e  e o p o n t o  (x) s e m p r e
i nt er n a m e n t e .  Assim, as f i b r a s  em t e n s ã o  do ei xo  s e m p r e  e s t a r ã o
t e n s i o n a d a s  d u r a n t e  a r o t a ç ã o  e x c ê n t r i c a ,  e as f i b r a s  c o m p r i m i d a s ,
s e m p r e  e s t a r ã o  s u b m e t i d a s  à c o m p r e s s ã o »  As s e t a s  indicam as f o r ç a s
c e n t r í f u g a s  a t u a n t e s .  T a i s  f o r ç a s  t e n d e m  a fl eti r o d i s c o  pa r a um p l a no
P er p  en d i c u 1 ar à p o s i ç ã o  de e q u i l í b r i o  do ei x o , a g i n d o  c orno uma mo 1 a
a d i c i o n a l ,  c u j o  e f e i t o  é o e n r i j e c i m e n t o  do eixo, a u m e n t a n d o - s e ,  assim,
as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  do s i s t e m a ,  ou seja, as v e l o c i d a d e s  c r í t i c a s
(caso d i n â m i c o )  t e r ã o  v a l o r e s  s u p e r i o r e s  aos c a l c u l a d o s  c o n s i d e r a n d o - s e
o e i x o  c o m o  uma vi ga  em r e p o u s o  (caso es tá t i c o ) »
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C o n f o r m e  DEN  H A R T O G  [ 10 1, a d e n o m i n a ç ã o  " e f e i t o  g i ro s có p i co" é 
e r r ó n e a  , p o i s  o g i r o s c ó p  i co (vide F i g „ A -7 aba i xo ) é um c o rp o que 
gi ra  m u i t o  rá p i d o ,  c u j o  e i x o  de r o t a ç ã o  se move l e n t a me nt e.  No d i s c o  
c o n s i d e r a d o  a n t e r i o r m e n t e  a r o t a ç ã o  e x c ê n t r i c a  do eixo (p rec es são ), pode 
ser t ã o  r á p i d a  q u a n t o  á do disco.
Fig. A--7 - G i r os c ó p  i o 
A a n á l i s e  f e i t a  p a r a  o d i s c o  em um e i xo  em b a l a n ç o  po d e ser 
g e n e r a l i z a d a  p a r a  os d e m a i s  casos..
Z
MANCAL
Ass i m,  c o n s i d e r a n d o - s e  o d i s c o  r o t a t i v o  da Fig» A~ 8 , c o n f o r m e  
G R E E N  II Í5 1 t e m - s e  os p a r â m e t r o s  para  an áli se s
Q - v e l o c i d a d e  de r o t a ç ã o  do e i x o / d i s c o
Q - v e l o c i d a d e  de r o t a ç ã o  do p o nt o em t or no  do e i x o  x x y 
( p r e c e s s ã o )  
ü> - d e f l e x ã o  do ei xo
ip - â n g u l o  do ei x o  de r o t a ç ã o  c/'a linha de c e n t r o  do ei xo  em
X
F i g - A - 8  - E s q u e m a  de rotor em balanç o»
Onde
r e p o u s o
í  8  2  -
As f o r ç a s  e m o m e n t o s  a t u a n t e s  n e s t e  d i s c o  serãos
F' i g « A~ 9 -- F o r ç a s  e m o m e n t o s  a t u a n t e s  no disco.
P e l o  p r i n c í p i o  do m o m e n t o  an gu la r,  a taxa de v a r i a ç ã o  do mesmo, 
c o n s i d e r a n d o - s e  q u a l q u e r  s i s t e m a  m o v e n d o - s e  em t o r n o  de um d e t e r m i n a d o  
e i x o  fixo, é igual ao m o m e n t o  r e s u l t a n t e  das  f o r ç a s  e x t e r n a s  em t o r n o  do 
e i x o .
0 m o m e n t o  a n g u l a r  é r e p r e s e n t a d o , na Fig. A~9 acima, por 2 v e t o ­
res
a) Um d e v i d o  à r o t aç ão , normal ao disco, Ipíí, cu ja  d i r e ç ã o  é d e f i n i d a  
p e l a  r e g r a  da mão  d i r e it a?
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b) o ou t ro ,  d e v i d o  à r o t a ç ã o  e x c ê n t r i c a  do eixo, no p l a n o  do d isc o
< Ic|ft sen <p> «
Id e Ip são o m o m e n t o  de inércia dia me t ra l do d i s c o  e m o m e n t o  de 
inér cia  p o l ar  do disco, r es pe c t ivãmente.
As c o m p o n e n t e s  h o r i z o n t a i s  d e s t e s  v e t o r e s  são c o n s t a n t e s  e não 
e n v o l v e m  n e n h u m  m om en t o ,  c o n f o r m e  e s q u e m a  a seguir!
As c o m p o n e n t e s  v e r t i c a i s  somam--se para  for mar  um vetor de
m a g n i t u d e s  _____ ________________ ______
sen v cos ip) ,
na d i r e ç ã o  p a r a  fo ra  do d i s c o  e g i r a n d o  com a m e s m a  v e l o c i d a d e  e x c ê n t r i ­
ca (de p r e c e s s ã o ) .  C o m o  o â n g u l o  é pe qu en o,  sen ip i í  e cos tp ~ í „ 
As sim , o v e t o r  ficas 
(Ip Q ip - Id fi *p)
0  i n c r e m e n t o  no ve tor  é o c o m p r i m e n t o  do vetor em si m u l t i p l i c a d o  
por fid^ , ou
(Ipfi 4> ~ 40 Qdt: ,
e a r a z ã o  de v a r i a ç ã o  da q u a n t i d a d e  de m o v i m e n t o  a ng u l a r  (ou m o m e n t o  
a n g u l a r ) ,  com  o tempo, és 
(Ipfi ip - Id Q ip) Q
-  í  84~
P e l a  í- lei de NEUITON, e s te  é o m o m e n t o  e x e r c i d o  p e l o  ei xo  s o b r e  o
d i s c o  e y p e l a  a ç ã o  e r ea ção , o m o m e n t o  e x e r c i d o  pe lo  d i s c o  so bre  o eixo.
Em ge ral , 0. ~ Ü s „
co 1 o c a n d o - s e  sob out ra f o r m a  s
I(;| v ( 1 p -í ) •"-•■> o vetor m o m e n t o  a ng u l a r  r e s u l t a n t e  (Mr>
Ií:| i"l s e r á“.
hp = <ID - Irt) «P A 2
Assim,, a f o r ç a  e m o m e n t o  r e s u l t a n t e s  que a t ua m no d i s c o  são»
m Q 5 é a f o r ç a  c e n t r í f u g a  p r o v o c a d a  p e l o  m o v i m e n t o  d e  p r e c e s s ã o  d o  r o -  
t or  .
MR =•• (Ip - I (:|) tf é o m o m e n t o  que p r o v o c a  o a u m e n t o  de r i g i d e z  do ei- 
x o .
í - 2 -• D e r i v a ç ã o  d a  m a t r i z  d e  p o n t o  c o n s i d e r a n d o - s e  o e f e i t o  g i r o s c ó p i - 
c O "
C o n s i d e r e - s e  ò d i a g r a m a  d e  c o r p o  l i v r e  d a  m a s s a  nij, c o n f o r m e  f  i g „ 
A - í í  a c r e s c e n d o - s e  o m o m e n t o  r e s u l t a n t e  q u e  a t u a  n o  disco, , c o n f o r m e  
v  i s t o  a n  t e r  i o r  m e n  t e „
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Fig. A~l í - D i a g r a m a  de c o r p o  l i v re  da m a s s a  mj com  e f e i t o  g i r o s c ó p i c o .
As e q u a ç õ e s  de e q u i l í b r i o  f i c a r ã o s
V .D -  y j E  _ ni jW2 d . o _ Eqo ( A - Í 9 )
d jL> — d jE:- ipjD = ipj[" M j D = M j E + (Ip - id ) w 2 tpjEi;
- d i D = - d j E
ip j E =:: ip j E-
M j D = <Ip-Id> w 2 V j E + M j E
y j D - _ m . . E + f v | E.
Em forma matricial«
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o n d e  C m ü j e  é i-ési ma  m a t r i z  de p o n t o  com e f e i t o  g i r o s c ó p i c o .
1--3 - D e r i v a ç ã o  da M a t r i z  de P o n t o  c o n s i d e r a n d o - s e  s u p o r t e s  f l e x í ­
veis::
l-iá c e r t o s  c a s o s  em d i n â m i c a  de r o t o r e s  o n d e  os s u p o r t e s  dos man
c a i s  n ã o  d e v e m  ser c o n s i d e r a d o s  r í g i d o s -  N e g l i g e n c i a n d o - s e  este  a s p e c t o  
p o d e r - s e - á  incorrer em e r r o s  grosseiros,, p r i n c i p a l m e n t e  q u a n d o  os m a n ­
c a i s  f o r e m  de d e s l i z a m e n t o ,  o n d e  o f i lm e de óleo at u a co m o e l e m e n t o  e- 
1 ást i co »
C o m o  se rá  v i s t o  p ô s t e r  iorwente, o e f e i t o  da f l e x i b i l i d a d e  dos s u ­
p o r t e s  é de r e d u z i r  as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  do c o n j u n t o .  A r e p r e s e n t a ç ã o  
e d e r i v a ç ã o  da m a t r i z  de p o n t o  s e r á  v i st a a s e q u i r „ _ _ ---- — -------------
Sej-a—o —e s q u e m a  aba i xos
As f o r ç a s  e m o m e n t o s  a t u a n t e s  são  ï
Fig„ A - Í 3  ~ D i a g r a m a  de c o r p o  livre do s u p o r t e  elástico..
A d e f l e x ã o ,  i n c l i n a ç ã o  e m o m e n t o  são c o n t í n u o s  s ob re  o p o n t o  i 
mas, l e v a n d o - s e  em c o n t a  a f o r ç a  de mo la  r e s t a u r a d o r a ,  um a de sc on ti nu i 
d ad-e—ocorr~e—n~íC“f õnjfã de c i s a l ha me nt o.  Se a mo la  d e f l e t e  de uma q u a n t i d a  
de dj_, e n t ã o  a f o r ç a  r e s t a u r a d o r a  é kj_dj_, on de  kj é a r i g i d e z  da mola.. 
As s im , as r e l a ç õ e s  dos e l e m e n t o s  do vetor de e s t a d o  do lado e s q u e r d o  
d i r e i t o  do s u p o r t e  sãos
Em n o t a ç ã o  m a t r i c i a i s
/ \ / V
-d i D i 0 0 0 -d j
0 í 0 0
< > - . < >
M 0 0 í 0 ! Mi
V i ■~k 0 0 í
1
i 1 v\
\ Eq « ( A--22 )
ou
cs:>jD -• [:p :i j c s } j E
2 - M é t o d o  do D e t e r m i n a n t e  Car act  er íst i co (ou da M a t r i z  de F l e x i b i l i ­
dade) :
0  i nt c r e s s e  é a s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  das v i b r a ç õ e s  l i v r e s  ( ba se ado
eni C íi ] ) !  _________
timll € q :í + L l< :i CqJ =•" c©} .... Eq.(A--24)
senclo [mil e □< II m a t r i z e s  de inércia e r igi de z, r e s p e c t i v a m e n t e ,  p o s i t i ­
vas d e f i n i d a s .  Em p a r t i c u l a r ,  d e s e j a - s e  e x p l or ar  a p o s s i b i l i d a d e  de ha-- 
ver s o l u ç õ e s  s e p a r á v e i s  em t e m p o  e sob a fo rma
q i (t ) "" Mj f < t ) i - í , 2 , . „ « , n .... Eq (A-25)
0 que implica que a r e l a ç a o  de: a m p l i t u d e s  de 2 c o o r d e n a d a s  d u r a n t e  o m o ­
v i m e n t o  nã o d e p e n d e  do te mpo» F i s i c a m e n t e ,  isto s i g n i f i c a  que t o d as  as 
coor d e n a d a s  a p r e s e n t a m m o v i m  e n t o s s \ n c r o n o s e q u e a c o n f i g u r a ç ã o do si s
t e m a n a o m u d a s u a f o r m a d u r a n t e o m ovim e n t o , m a s a p e n a s s u a s a m p 1 i t u d e s .
1 n t r o d u z i n (i o ( A -• 2 5 ) e m ( A - 2 A ) o b t e m - s e :
í :m“I t m} f  ( t ) + t:i< :i c h 3 f  c t -  c 0 }  „ „ .  Eq „ ( A - - 2 0 )
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o q u e  im pl ic a e q u a ç õ e s  do t i p o
Z  mj j Mj f < t ) + Z Kjj Mjf(t) = 0 i = i r2 r ... n ... Eq .<A -2 7>  
j-í ' j-í
A d e p e n d ê n c i a  do t e m p o  p o d e  ser s e p a r a d a  c o m o  segues
f (t ) » £ j:;-i Kjj Mj i =- í , 2 r u . , n . . . Eq . < A - 2 8 )
f(t) Z j = í Mjj Mj
V ê - s e  qu e o 22 m e m b r o  d e s t a  e q u a ç ã o  é i n d e p e n d e n t e  do t e m p o  e „ d e ­
v i d o  ao f a t o  de qu e o 3.2 m e m b r o  é i n d e p e n d e n t e  do índice i r a mb o s os l a ­
dos d e v e m  ser iguais a uma c o n s t a n t e .  F a z e n d o - s e  es ta  c o n s t a n t e  p o s i t i v a  
e de v a lo r w'™, tal que  a e q u a ç ã o  <A~28) c o n d u z a  às rei a ç õ e s  s
f (t ) + w*- f (t ) - 0 „ „ „ Eq. (A - 29 )
< l< i j ~ W'-- mjj) Mj - 0 . „ . Eq_._QV30)
< i - í , 2 , . . . „ n )
A s o 1u ç ã o  de (A • -29) és
•f<t> - cos (wt - ip> „ „ „ Eq .( A- 3i )
e c o n c l u i - s e  qu e um m o v i m e n t o  no qual t o da s as c o o r d e n a d a s  f o r m a m  um m o ­
v i m e n t o  h a r m ô n i c o  co m f r e q ü ê n c i a  idêntica e idêntico â n g u l o  de fase h>,. é 
P o s s  íve 1. A q u e s t ã o  p e r m a n e c e  em se det erm i nar se a f r e q ü ê n c  i a pode t o 
mar q u a l q u e r  va lor . A r e s p o s t a  a es t a q u e s t ã o  c o n d u z  às e q u a ç õ e s  
(A-30) , as q u a i s  c o n s t i t u e m  um c o n j u n t o  de n_ e q u a ç õ e s  h o m o g ê n e a s  l i n e a ­
res  co m i n c ó g n i t a s  Mj. Q p r o b l e m a  da d e t e r m i n a ç ã o  da c o n s t a n t e  w'- p a r a  a 
qual um c o n j u n t o  de e q u a ç õ e s  h o m o g ê n e a s  tem uma s o l u ç ã o  não  trivial,- é
c o n h e c i d o  c o m o  p r o b l e m a  do valor c a r a c t e r í s t i c o  ou de a u t o v a l o r e s . 0 ca 
so  t r i v i a l  no qual t o d o s  Mj sã o iguais a ze ro  deve ser ignorado, poi 
r ep r esen t a o c as o d o equ i 1 í br i o es t á t i c o » 0 prob 1 ema d e aut ovet or es d 
<■: q u a ç ã o ( A -- 3 0 ) pode: ser e s c r i t o s o b a f o r m a m a t r i c: i a 1 “
II K II C m  } :: w,;" il m IIC p } „ „ „ Eq „ ( A - 32 )
Um a so 1 u ç ã o  n ã o  tr iv i al  do con j unt o de e q u a ç õ e s  < A -32) é poss í ve 1 ape 
n a s s e o d e t e r m i n a n t e f o r n u 1 o ”
II K :i C m 5 "• w ,v - II m IIC p !> 0 
(LKII - w 2 LmII) C k) = <b
. : à ~ |.m<II - w 2 Um li | = 0  . .. Eq . (A--33)
o n d e  ò. é c h a m a d o  de d e t e r m i n a n t e c a r a c ter f s t i c o „ E x p a n d i n d o  o deter mi 
HtrrmcT; ôlfTern^e uma e q u a ç ã o  a l g é b r i c a  de n - é s i m a  o r d e m  em w‘~, 
qual é c o n h e c i d a  c o m o  e q u a ç ã o  c ar ac t erí st i ca ou e q u a ç ã o  da f r e q u ê n c i a  
As n_ r a í z e s  da e q u a ç ã o  c a r a c t e r  í st i ca são c h a m a d a s  de v a l o r e s  car ac te 
r (st i cos ou a u t o v a  1 o r e s „
D e s d e q u e í. K II e C! m II sej a m s i m é t r i c: a s e p o s i t i v a s d e f i n i d a s , p o d e 
se m o s t r a r  qu e as r a í z e s  da e q u a ç ã o  c a r a c t e r  íst i ca são r e a i s  e positi 
vas. As r a í z e s  são  d e n o t a d a s  por: w ; ; 2 y w n 2 A ra i z q u a d r a d a  d es
te s v a l o r e s  são as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  Wj do s ist em a. A m a i s  b a ix a fre 
qiiência >• é d e n o m i n a d a  f r e q ü e n c i a  f u n d a m e n t a l .  M u i t a s  v e z e s  to dos  o 
va 1 or es de wj_ são d i st i nt os , em bor  a se j a bast an t e p o s s  í ve 1 q u e 2 ou ma i 
f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  p o s s u a m  o m e s m o  valor. I n c l u i n d o  as r a í z e s  c a r a c t e
r í s t i c a s  em < A - 3 2 ) r o b t e m - s e  n e q u a ç õ e s  do tipos
IIK II t p.} r  ~ w r m II t ^ } r , r = í , 2 , . . . n ,  . .. E q . < A - 3 4 >
P a r a  c a d a  w a e q u a ç ã o  a c i m a  t: e rn u m a  s o l u ç ã o  d e  v a l o r  n ã o  t ri  
v  i a 1 ,■ d e n o m  i n a d o v e t  o r  c a r  a c  t e r  í st i c o o u  a u t  o v e t  o r  .
Ha um n ú m e r o  de m é t o d o s  p e l o s  q u ai s p o d e - s e  obter a s o l u ç ã o  d 
P r o b 1 e m a d e a u t o v a 1 o res. 0 m é t o d o a s e r a d o t: a d o a q ui é b a s e a d o  n a s o 1 u 
ç ã o d a e q u a ç ã o c a r a c t e r í s t i c a .
D e n o t a n d o  í :: Á
e e s c r e v e  n d o a e q u a ç ã o r e p r e  s e ri t a t i v a d o p r o b 1 e m a d e a u t -o v a l o r  e s , t e m 
s e  ü
--------- fc-ncirtiíT -lim:.i c m 3 c 0 > „ E q  „ < a - 3 5 )
P r é - m u l  t i p 1 i carvdo E q . < A ~ 3 5 )  p o r  CiKI!“"-1- - Ccxll e i n t r o d u z i n d o  a n o t a ç ã o ;
í: k :r"1 1: m :i - iiaiiiim :í = ldii
o n d e  IIc*‘3 é a m a t r i z  d e  f l e x i b i l i d a d e  e IIDII é a m a t r i z  d i n â m i c a »
A s s i m ,  E q . < A “3 5 )  pode: s e r  e s c r i t a s
II A 5 j j - D j j II {'. M !> i  0 '} „ „ E q  . ( A - 3 ó  )
o n d e  õ j j  é o d e l t a  d e  K R O N E C K E R „
0 c o n j u n t o  de e q u a ç õ e s  r e p r e s e n t a d a s  por E q .( A -36 ) terá uma so
1 u ç ã o n ã o t r i v i a 1 s e ■
Ú (A) - j A ô j j  --D j j j ~ 0 
o n d e  ò < A > é u m a  e x p r e s s ã o  d o  n - é s i m o  g r a u  e m  A
C o m o  c o m e n t a d o  ant er i or ment e h á  n_ r a í z e s  r e a i s  e p o s i t i v a s  Àr , ai 
q u a i s  sã o d e n o m i n a d a s  v a l o r e s  c a r a c t e r  íst icos ou a u t o v a l o r e s  de IZDIt, r e ­
l a c i o n a d a s  às f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  do s i s t e m a  por Â == í „
w
3 • ■ H e t o d o  de I t e r a ç ã o  M a t r i c i a l  (ou M a t r i z  de V a r r i m e n t o  ou M é t o d o  de
St o d o l a )"
C o n f o r m e  M e i r o v i t c h  C íí 3 e B at h e II 29 !] y es t e m é t o d o  b a s e i a - s e  
na s u p o s i ç ã o  de qu e as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  são distintas:: 
w í  ^ w 2  ^ w 3  ^ • - - < w n „ A ta xa  de c o n v e r g ê n c i a  é p r o f u n d a m e n t e  a l t e r a d a  
se 2 f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  t i v e r e m  v a l o r e s  m ui to  p r ó x i m o s »
A e q u aç  ão r epr esent at i va do p r o b 1 ema de aut ova 1 ores  
_______ -ÀOC-H-í-^9---- turaCtx3~- V&'} , p o d e  ser e s c r i t a  sob a fo rma
L D K j - O  =: í C(J) E q „ < A -• 3 7) 
w';-
a qual é s a t i s f e i t a  por ca d a aut o vetor (ii(r 1 } que c o r r e s p o n d e  à 
f r e c| i.i ê n c i a n a t u r a 1 w r «
A pr é - m u l  t i p 1 i c a ç ã o  por um v et or a r b i t r á r i o  C m  } /, pe la  m a t r i z  CD:]
i- e p r e s e n t a u m a t r a n s f o r m a ç ã o 1 i n e a r q u e t r a n s f o  r m a o ve tor te n t a t: i v a 
em um o u t r o  ve tor  Cp}-«. Se o vetor C m } -j é um do s a u t o v e t o r e s ,  por 
e x e m p l o  C|J( r h ,  a pr é- mu l t i p  1 i c a ç ã o  por CD II r e s u l t a  em um vetor Cp};?, o 
qual é p r o p o r c i o n a l  a •* }, Se o vetor t e n t a t i v a  i p > ^ não for um auto--
v e t o r r o ve to r r e s u l t a n t e  C m }n p o d e  ser u s a d o  co mo  um ve tor  t e n t a t i v a
- í 93-
melho ra do . Uma se q üê nc ia  de tais tr an sformaç õe s lineares ev entualmente 
cond uz  a um vetor o qual, quando pr é-mul t i p 1 i cado por IID!], transforma em 
um vetor pro porciona l a si mesmo. Neste ponto, a c on v ergênc ia  termina e
0 vetor é s i mp le s me n te  o prim ei ro  autovetotr i \.i * > } e a constante de 
proporci on al  idade é w - j .
Para um dado grau de precisão, há 2 fatores que afetam o número de 
iterações necessárias . 0 prime ir o é quão próximo o vetor arbitrário Cj-Oj 
se parecer com o primeir o modo.
0 segund o f at or d epende i n t e i r amente do si st e m a , e é r e 1 ac i on ad o 
com os valo re s re l at iv os de e w o « Quanto maior for wp com par at: i varnen- 
_t_e_a-- w <j ---os— moiíjüs ~èsTfarãcT igualmente separados e um pe queno número de
1 t er aç õe s  ser á necessár i o .
0 primeir o fator é j us tificad o util iz ando-se o "teorema da 
expansão". Pelo teorema, os n_ auto ve to res de um sistema, o r t o g o ­
nais, podem ser uti li z ad os  como uma base para a dec o mp o si ç ão  de qualquer 
vetor {(j) n-d imensional arbitrário, repre sentando um possível movimento 
do si st ema . Ass i m :
Cmíí - c-j C m (í)3 + Cp + ... + cn CM(n)3 - I cr tM(r):>í
r ~í
. . . E q . < A - 3 8 )
Dest a f or ma , nrat emat i c amen te isto é eq u i va 1 en t e a p er g un t ar q uão 
grand e o c o ef ic i e n t e  Cj_ é, c o mparado  c:om os outros n ...-j coeficientes.
Q u a l q u e r  c o n j u n t o  d e  n ú m e r o s  p o d e  s e r  e s c o l h i d o  p a r a  o v e t o r  t e n ­
t a t i v a .  M e s m o  q u e  o s  n ú m e r o s  f o r e m  t a i s  q u e  o c o e f i c i e n t e  Cj s e j a  q u a s e
0  m é t o d o  d e s c r i t o  a c i m a  f o r n e c e  o p r i m e i r o  m o d o  o u  o  f u n d a m e n t a l  „ 
A  s e g u i r  v e r - s e - á  c o m o  s ã o  o b t i d o s  o s  d e m a i s  m o d o s »  Q u a l q u e r  v e t o r  t e n ­
t a t i v a  a r b i t r á r i o  p r  é - m u l  t i p  1 i c a d o  p o r  C DII c o n d u z i r i a  n o v a m e n t e  a o  p r i ­
m e i r o  m o d o ,  s e n d o  q u e  d e v e r e m o s  m o d i f i c a r  o p r o c e d i m e n t o  p a r a  s e  o b t e r  o  
22 m o d o .  C o m  e s t a  f i n a l i d a d e  d e v e - s e  i n s i s t i r  q u e  o v e t o r  t e n t a t i v a  p a r a
o  22 m o d o  s e j a  i n d e p e n d e n t e  d o  j.2 a u t o v e t o r .  1'sto s i g n i f i c a  q u e  o v e t o r  
t e n t a t i v a  p a r a  o 22 m o d o  d e v a  s e r  o r t o g o n a l  a o  a u t o v e t o r
 ^). A rei aç ao d e or t og on a 1 idade é expressa_p_oíJ----------------------------------
C M :>T E m :i í  M ( 1 > J = 0 ... E q  . ( A - 39 >
I n t r o d u z i n d o  a n o t a ç ã o  C m r * } ~ L m HC m ^ r r = í, 2,  . n, 
e n t ã o  a r e l a ç ã o  d e  o r t o g o n a l  i d a d e  t o m a  a f o r m a  d a  e q u a ç ã o  d e  v i n c u l o s »
E s t a  e q u a ç ã o  p o d e  s e r  r e s o l v i d a  p a r a  u m a  d a s  v a r i á v e i s ,  p o r  e x e m  
p l o  M-j , e m  t e r m o s  d a s  n - í  v a r i á v e i s  r e m a n e s c e n t e s .
z e r o ,  a c o n v e r g ê n c i a  s e r á  e n c o n t r a d a ,  e m b o r a  p o s s a  l e v a r  m a i s  t e m p o
E q  . ( A--40)
F a 2 e n d o
'«í i< í ) o b  t e m - s e
m í 2 < i ) ( í ) ^3 - m ín (i ) E q  . (A - 4 Í )
e p o d e - s e  e s c o l h e r  a s  n--i v a r i á v e i s  a r b  i t r a r  i a m e n t  e
.. E q . (A - 4 2 )
C o m  i s t o ,  c o n s t r o i - s e  a  m a t r i z  d e  v í n c u l o s
l: S < 1 > li
0 -n>i2(í> ”mí3 <í) -"n'ín(í)
<ò í 0 .... 0
... Eq
0 0 í .... 0
- " -
" ■
. . .
0 0 0 .... 1.
d e n o m i n a d a  d e  m a t r i z  d e  v a r r i m e n t o ,  a q u a l  p e r m i t e  e s c r e v e r  <A-4:Í) e 
<A-42) n a  f o r m a  c o m p a c t a :
C m 5c < 2) = c: S < i > :í C p >  ... E q . ( A ~ 4 4 >
On d e C|j } indica um v e to r a r b i t r á r i o  e d e n o t a  uro ve tor vin-
x.u 1-ad-o-or t- o g o n  a l ^ a c f  ã u t ó v ê ^ õ r  C jj A c a d a  e s t á g i o  d e  i t e r a ç ã o  p a r a  o
22 m o d o  d e v e - s e  e s t a r  s e g u r o  d e  q u e  o  Í2 m o d o  e s t e j a  s u p r i m i d o .  I s t o  
c o n d u z  à  i t e r a ç ã o  m a t r i c i a l  p a r a  o 22 m o d o ,  n a  f o r m a
- C D II L S^  n „ „ Eq .< A - 4 5 >
A s s i m  é c o n v e n i d e n t e  p l a n e j a r  u m a  n o v a  m a t r i z  d i n â m i c a ,
r: d  <2  > :i -  c d : i l s <  1 > :i . „ .  E q . ( A - 4 6 >
a q u a l  t e m  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  n a  p r i m e i r a  c o l u n a  n u l o s .  A m a t r i z  □:>í'2 ) :i 
c o n d u z  à  c o n v e r g ê n c i a  d o  22 m o d o  d a  m e s m a  m a n e i r a  q u e  L"D3 d á  o r i g e m  à  
c o n v e r g ê n c i a  d o  i2 m o d o .  0 p r o b l e m a  d e  a u t o v a l o r e s  a g o r a  a s s u m e  a f o r m a s  
L:D( 2 ) 3 C ^ }  = i C(i} ...  E q » (A - 4 7 )'•>
w r...
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e  a i t e r a ç ã o  p a r a  o  22 m o d o  s e g u e  o  m o d e l o  a n t e r i o r ,  p a r a  o  12 m o d o .
P a r a  s e  o b t e r  o 32 m o d o ,  d e v e - s e  i n s i s t i r  q u e  t a n t o  o 12 q u a n t o  o 
22 m o d o s  e s t e j a m  s u p r i m i d o s  d o s  v e t o r e s  t e n t a t i v a s ,  d e s d e  q u e  o v e t o r  
t e n t a t i v a  d e v a  s e r  o r t o g o n a l  a o  12 t? 22 m o d o s ,  e a s  c o n d i ç õ e s  d e  o r t o g o ­
n a l  i d a d e  s e j a m
C m 3 í II m  IIC M '• -*• s> } = 0 
C M 3 T CmIlCM< 2 > 3 = <ò
„ . . E q  » í A - 4 8 )
a s q u a i s  r e p r e  s e  n t a m 2 e  q u a ç õ  e s d e v í n c u 1 o s s i m u 1 1: â n e a s n a s  i n c ó g n i t a s 
Mj , H 2  « ■ « r M n “ R e s o l v e n d o  p a r a  m-j e vn  * e m  t e r m o s  d a s  n - 2  i n c ó g n i t a s  
r e s t a n t e s  e  f a z e n d o  a r b  i t r a r  i a m e n t  e Mj =•• ,m j , p a r a  i ~ 3, 4, „ „ „ „ y n, p o ­
d e - s e  c o n s t r u i r  u m a  n o v a  m a t r i z  d e  v a r r i m e n t o  IIS^2 !^! n a  f o r m a s
: S ( 2 :) li
0  0 - m j 3
0 0
< 2 )
0
0 0 0
niii (2 )
0
0  n d e m ; (2 ) m ; < 2 ) m j <l> .< 1 ) m .<2 > E q . ( A - 4 9 )
C o r r e s p o n d e n t e m e n t e ,  o b t e m - s e  u m a  t e r c e i r a  m a t r i z  d i n â m i c a ,
C D < 3 ) II = IIDIIIIS<2 >II, . .. E q . < A - 5 0 )
havendo el e me n to s  nulos na ÍS g 22 colunas; assim, o problema de autova-
1 o r e s
■197-
CD < 3 > □€ = _ ± _  CM> ... Eq.(A--SÍ)
„ 2
c o n d a s  ao 32 modo.
0  p r o c e d i m e n t o  s e g u e  o m e s m o  m o d e l o  p a r a  os m o d o s  r e s ta nt es , os 
q u a i s  são  o b t i d o s  em o r d e m  a s c e n d e n t e .  E s t e  é um p r o c e d i m e n t o  n um ér ic o , 
as si m,  p e r d e - s e  p r e c i s ã o  nos  m o d o s  ma is  e le v a d o s .
3.Í - C o n s i d e r a ç õ e s  a d i c i o n a i s  s o b r e  E f e i t o s  G i r o s c ó p i c o s s 
S e j a  o p r o b l e m a  de a u t o v a l o r e s "
C D Ü C p }  - , c o m o  v i s t o  a n t e r i o r m e n t e .
I::d:I é a m a t r i z  d i n â m i c a  f o r m a d a  p e l o  p r o d u t o  da m a t r i z  de f l e x i b i l i d a d e  
CaII -- C K I T :i' p e l a  m a t r i z  de inércia Cmll. Se j a a i nd a o e s q u e m a  de um ei xo  
-C om_r_o t-or-,- s e n  do- -ap e n a s'"a Híã s s ã- de s t: e ~c o n s i der ada ‘
Fig» A - Í 4  -• E s q u e m a  de um s i s t e m a  e i x o / r o t o r
Y e 0 são  as d u a s  c o o r d e n a d a s  n e c e s s á r i a s  para d e s c r e v e r  o m o v i m e n t o  do 
eixo. P o r t a n t o ,  as e q u a ç õ e s  d e s t e  ú l t i m o  são»
- í  9 8 -
Y = a ^ m w ^ Y  -• c x ^ w í I p Q  ” ® Eq »( A~5 2)
8 ~ « 2 í m w ^ Y ~ ot2 2 w < ^ p f:! ~ Id w) ® ■■■ Eq .(A -53 )
O n d e :
m = m a s s a  do d i sc o
Ipil ~ Q u a n t i d a d e  de m o v i m e n t o  an g u l a r
Q -• v e l o c i d a d e  a n g u l a r  (rápida) do d i sc o
w = v e l o c i d a d e  a n g u l a r  (lenta) do d i s c o  ( pre ce ssã o)
Ip = m o m e n t o  p o l ar  de inér cia  do d i s c o
Içj ~ m o m e n t o  de inércia d i a m e t r a l  do d i s c o  ( 2 2  m o m e n t o  de área) 
a ií “ d e f l e x ã o  Y no d i s c o  d e v i d o  a. uma f o rç a  de IN 
a í2 ” â n g u l o  8 no d i s c o  d e v i d o  à f or ça  de IN
—------ « 2 1 —=:;~defi exacTT^TcT d i s c o  d e v i d o  ao m o m e n t o  de lNxm
c* 2 2 :: â n g u l o  8 no d i s c o  d e v i d o  ao m o m e n t o  de íNxm
As s im , a m a t r i z  de f l e x i b i l i d a d e  é o b t i d a  m e d i a n t e  a u t i l i z a ç ã o  
das  e q u a ç õ e s  da li nh a e l á s t i c a  do eixo, d e s e n v o l v i d a s  na R e s i s t ê n c i a  dos 
M a t e r i a i s .  S e u s  e l e m e n t o s  d e n o m i n a m - s e  " c o e f i c i e n t e s  de in flu ên cia ".
0  f a t or  w(Ipíí - Ip w) foi d e s e n v o l v i d o  no item í--í , r e l a c i o n a d o  
ao  e f e i t o  g i r o s c ó p i c o .  Na s e q u a ç õ e s  a c im a (A--52) e (A-53) es te  fator tem
o sinal n e g a t i v o ,  s i m b o l i z a n d o  a r e a ç ã o  e f e t u a d a  p e l o  d i s c o  s o b r e  o
P o r t a n t o ,  a m a t r i z  d i n â m i c a  o b t i d a  pa r a o e i x o  em q u e s t ã o  é:
DIZwD = C C a l w ^ C m a  - CID3
a í  í « i2 mw'~ 0 i 0
_  cx2 í a 22 _
N
0 -IdWg < !,;> Q -• i ) 0 i
*d W
CD3
E s t e  r a c i o c í n i o  p o d e  ser g e n e r a l i z a d o  pa r a q u a i s q u e r  n ú m e r o s  de
G.L.
É d i g n o  de n o t a  qu e a t e o r i a  do e f e i t o  g i r o s c ó p i c o  e x p o s t o  até o 
p r e s e n t e  v a l e  n ão  só p a r a  o c a s o  de " p r e c e s s ã o  s í n c r o n a "  isto é, q u a n d o  
w =- Q, c o m o  t a m b é m  p a r a  v a l o r e s  d i f e r e n t e s  de Q/w. S e g u n d o  Har to g 
t Í0  II, f o r a m  o b s e r v a d o s  c a s o s  de p r e c e s s ã o  a s s í n c r o n a ,  p o s i t i v a  ou re-
t j ^ ó g t ^ a d - a P o r t a n t o u m  e i x o  s u j e i t o  a e f e i t o s  g i r o s c ó p i c o s  pode a p r e ­
s e n t a r  4 d i f e r e n t e s  f r e q ü ê n c i a s  na tu r a i s ,  r e l a c i o n a d a s  com e s te s e f e i -
t o s .
4 - M é t o d o  de D u n k e r l e y
D u n k e r k e y  d e s e n v o l v e u  um m é t o d o  a p r o x i m a d o  p a r a  a d e t e r m i n a ç ã o  da 
f r e q ü ê n c i a  n a t u r a l  f u n d a m e n t a l  de um sistem a, s e n d o  es t e c o n s t i t u í d o  de 
um e i x o  co m  v á r i o s  d i s c o s  ( s i s t e m a s  mui ti ro to r) . Es te  m é t o d o  f o r n e c e  
b o n s  r e s u l t a d o s  d e s d e  qu e n e g l i g e n c i e - s e  os e f e i t o s  g i r o s c ó p i c o s  e de 
a m o r t e c i m e n t o ,  e a i n d a  as f r e q ü ê n c i a s  dos h a r m ó n i c o s  s e j a m  be m a f a s t a d a s  
da f u n d a m e n t a l  C 1 U„
- 2 0 0 -
P a r a  o d e s e n v o l v i m e n t o  do mé to do , seja  o s i s t e m a  da Fig„ A-- 
a segu irs
a  )  b  )  C  )  d  )
F i g « A- i 5 S i st ema c.om 3 G „ L „
S a b e - s e  que CF}  = Cl dC X Ï  e C K 3 “ 1 = [a]
CFÍlIoú - i  } — > para uma força unitária os coef icientes otj j 
serão, numericamente, iguais aos deslocamentos.
A s s u m  i n d o - s e  m o v i ment o ha rm o n  i co durant e as v i b r a ç õ e s  1 i vi
p o d e - s e  d e r i v a r  a e q u a ç ã o  da f r e q ü e n c i a x
! cxü II m II í  L " I : ]
w c
(o
a 3 2 m 2
“i3m 3
< « 3 3 m 3 “J L *  w2
0
Eq. (A-54)
I x p a n d i n d o - s e  a e q u a ç ã o  do d e t e r m i n a n t e ,  obt em - se s
(_J_ )3 -- <í*iinií + cX22m 2 + a 3 3 n'3} cí + <«ií « 2 2 m ím 2 +
w* w •
c x2 2 0t3 3 m 2 m 3  + a 3 3 a í  í m 3 m í  “  « í 2 « 2 í m i m 2  “  « 2 3 ° 3 2 m 2 m 3  "" « 3 i a í 3 m 3 m í ) ”
(_ i _ ) " m im 2 m 3 (c*iia 2 2 0l33 + £Xí 2a 2 3 a 3i + « 2 í a i 3 a 32
w‘
cxi 1 ot2 3 cx32 ■ “2 2“í3 0t3i " a 3_3«í 2 “21 !-=-&- " E q 7  X A - - 5 5 )
!sta é um a e q u a ç ã o  p o l i n o m i a l  do 32 grau em ( í )
w
Fa;:endo-se as r a í z e s  d e s t a  e q u a ç ã o  co mo  se ndo  i
J3"
Da á l g e b r a ,  c o n h e c e - s e  que a so m a das r a í z e s  de um p o l i n ó m i o  
c ú b i c o  d e v e r á  ser igual ao n e g a t i v o  dos c o e f i c i e n t e s  de seu 22 termo, ou 
sej a s
Eq . < A--56)
w l‘ W o‘
Es t a  e q u a ç ã o  p o d e  ser g e n e r a l i z a d a  pa r a  um s i s t e m a  de n g r a us  de
1 i b e r d a d e "
Na m a i o r i a  do s casos, as f r e q ü ê n c i a s  ma i s a l t a s  wp, W 3  . . „ , w n , 
são c o n s i d e r a v e l m e n t e  m a i o r e s  que  a f r e q ü ê n c i a  f u n d a m e n t a l  w-j ? assim!
í < < í , i - 2 ,■ 3, - . . , n ... Eq . < A -58)
W j W j
T e n d o  em v i s t a  a e q u a ç ã o  ac ima , a E q . ( A - 5 7 )  po d e ser e s c r i t a  a- 
p r o x i m a d a m e n t e  como!
1 2í a ü nH  + a 2 2 m 2 + “““ + a n n m n *■> Eq .( A - 5 9 >
w
E s t a  e q u a ç ã o  é c o n h e c i d a  c o m o  ""Fórmula de D u n k e r l e y " .  A f r e q ü ê n c i a  
f u n d a m e n t a l  d a d a  por e s t a  f ó r m u l a  será  s e m p r e  m en or que o valor exato,. 
P o r t a n t o  é um va lo r l im i t e  inferi or da f r e q ü ê n c i a  f u n d a m e n t a l  real.
O u t r a  man e ira d e se a p r e s e n t a r  est a _________________________________________________
i ~ 1 + i + ... + i n = í, 2 ... ... Eq .< A ~ 6 0 >
w l2 w l n 2 w 2 n 2 wn n 2
5 - M é t o d o d e R a y 1 e i g h
E s t e  m é t o d o ,  d e s e n v o l v i d o  por Lord Ra yl e i g h ,  é ap l i c á v e l ,  c o n f o r m e  
H a r t o g  II Í0 3, sota 2 c o n d i ç õ e s :
a) 0 s i s t e m a  d e v e r á  ser c o n s e r v a t i v o  (sem d i s s i p a ç ã o  de en e rg ia ) 
ta) A e n e r g i a  p o t e n c i a l  m á x i m a  do s i s t e m a  é igual à sua e n e r g i a  c i n é t i c a  
máx ima.
Um s i s t e m a  d i s c r e t o  possui t a n t o s  m o do s de v i b r a ç ã o  q u a n t o s  f o r e m  
os g r a u s  de l i b e r d a d e  do mesmo,.
N e c e s s á r i o  se faz a s s u m i r  uma  d e t e r m i n a d a  f o r m a  de mo d o de 
v i b r a ç ã o  (ou v e t o r  mo da l)  p a r a  se es t i m a r  as f r e q ü ê n c i a s  n at u r a i s »  
G e r a l m e n t e  e s t e  m é t o d o  é u s a d o  pa ra  se d e t e r m i n a r  a f r e q ü ê n c i a  
f u n d a m e n t a i ,  p o i s  os v e t o r e s  m o d a i s  pa ra  as f r e q ü ê n c i a s  m a i s  a l t as  são 
m a i s  d i f í c e i s  de s e r e m  e s t i m a d a s .  Se um mo d o a s s u m i d o  for exato, a 
f r e q ü ê n c i a  c a l c u l a d a  s e r á  exa ta . Não  s e n d o  exata, isto é e q u i v a l e n t e  à 
a p l i c a ç ã o  de v í n c u l o s  a d i c i o n a i s  ao s i s t e m a  v i b r a t ó r i o »  Assim, a 
f r e q ü ê n c i a  c a l c u l a d a  g e r a l m e n t e  é maior que o valor v e r d a d e i r o .  
P o r t a n t o ,  e s t e  m é t o d o  é a p l i c á v e l  em p r i m e i r a  ins tâ n ci a p a r a  e s t i p u l a r -  
se um l i m i t e  s u p e r i o r  pa ra  a f r e q ü ê n c i a  f u n d a m e n t a l .
Em ge ra l,  as d e f l e x õ e s  do s i st e m a_dJ,n_anü.co—sã o—est-i road-as-a-p¥rTi7 
d as d e f l e x õ e s  e s t á t i c a s .  Ta'1 s u p o s i ç ã o  c o n t u d o  po d e não ser a u t o m á t i c a .  
P a r a  a d e d u ç ã o  do m ét od o,  c o n s i d e r e - s e  um s i s t e m a  c o n s i s t i n d o  de um eixo  
co m 3 d i sc os "
m 2
1
I
a )
m3
I
5.
F i 9 . A - Í 6  - a) S i s t e m a  de rotor com 3 d i s c o s
b) C u r v a  de d e f l e x ã o  e s t á t i c a  do ei x o
c) C u r v a  de d e f l e x ã o  a s s u m i d a  do ei xo
A s s u m e -■ se que  o e i x o  tem  m a s s a  d e s p r e z í v e l .  A e n e r g i a  po ten ci a l do 
s i s t e m a  é a e n e r g i a  de d e f o r m a ç ã o  do ei x o fletido , cu j o t r a b a l h o  é f e it o 
p e l a s  c a r g a s  e s t á t i c a s .  A e n e r g i a  p o te nc ia l má x i m a  (Umáx) és
U ntax í + m o 5 + m 3 5 3 ), Eq . < A--6 Í )
- 2 0 5 -
O n d e  nijg é a c a r g a  e s t á t i c a  d e v i d o  ao rotor e Sj a d e f l e x ã o  do
ro to r.  P a r a  o s c i l a ç õ e s  h a r m ó n i c a s ,  a e n e r g i a  c i n é t i c a  m á x i m a  <Tm a x ) d e ­
v i d o  aos d i s c o s  és
Tm a x ~ wf" + m 2 *2 ^ + - ■ * E q . ( A - ó 2 )
2
O n d e  w é a f r e q ü ê n c i a  de o s c i l a ç ã o «
I g u a l a n d o - s e  as e x p r e s s õ e s  de e n e r g i a  U maK e "í m a r  e s i m p l i f i c a n d o  
t em- s e “
w c- ~ g (m ■( ô -j + m p S p  + 1113 S 3 ) ' ... E q „ <A - 6 3)/•) '•) /•)(m i 5 ^ c- + m p 5 pc- + nt 3 5 3 '■■)
G e n e r a 1 izandos
£
w '•• = g i - i m j 5 j
1
----- --------- ni j 5 j c"
i ~ i
6  -- M é t o d o  dos  E l e m e n t o s  F i n i t o s s
0  o b j e t i v o  d e s t e  t ó p i c o  é ex pl i c a r ,  em li nh as  g e ra is , a a p l i c a ç ã o
do M é t o d o  do s E l e m e n t o s  F i n i t o s  pa ra  a d e t e r m i n a ç ã o  das f r e q ü ê n c i a s  
/
n a t u r a i s .  E c i t a d o  a p e n a s  com a f i n a l i d a d e  de informar s o b r e  a c r e s c e n t e  
a c e i t a ç ã o  do m é to do , p r i n c i p a l m e n t e  q u a n d o  e n v o l v e  p a r t e s  do s i s t e m a  que 
a p r e s e n t a m  c e r t o  gr au  de c o m p l e x i d a d e  em sua c o n f i g u r a ç ã o .  A ss im  sendo, 
c o n c l u i - s e  que  o n ú m e r o  de G„L. a ser a d o t a d o  é bem  s u p e r i o r  ao a d o t a d o  
em o u t r o s  m é t o d o s ,  s e n d o  n e c e s s á r i a  a u t i l i z a ç ã o  de c o m p u t a d o r  di gi ta l 
ou um m i cr o - c o m p u t  ador de c e r t o  porte.,
... EI q ( A 6 4 )
A a p l i c a ç ã o  d o s  E l e m e n t o s  F i n i t o s  em D i n â m i c a  de R o t o r e s  foi 
i n t r o d u z i d a  na d é c a d a  de 60 por Archer, c o n f o r m e  r e f e r ê n c i a  
b i b l i o g r á f i c a  de N e l s o n  e M c V a u g h  C 26 1. D e s d e  então, sua a p l i c a ç ã o  
v e m s e n do i m p 1 e m en ta  <1 a c o m g rand e s u c e s s o . A p ri n c i p a l  v a n ta  g e m d o 
M é t o d o  do s E l e m e n t o s  F i n i t o s  é que  po d e ser u t i l i z a d o  p a r a  se ca lc ul ar  
as f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  e os m o d o s  de v i b r a ç ã o  de q u a l q u e r  s i s t e m a  
linear e l á s t i c o .  P a r a  e s t r u t u r a s  ti p o viga, o m é t o d o  é s i m i l a r  ao de 
P ar âmet r os d i sc r et o s , p o i s  a est r ut r ur a é c ons i d er ad a c omo  um númer o d e 
e l e m e n t o s  de m a s s a  de c o m p r i m e n t o  finito, c o n e c t a d o s  por m o l as  
d e s p r o v i d a s  de mas sa.  0 n ú m e r o  infinito de G.L. a s s o c i a d o  com uma 
e s t r u t u r a  c o n t í n u a  po d e d e s t a  f o r m a  ser r e d u z i d a  pa r a um n ú m e r o  fi ni t o
-de —G-„-Lr s-í---o-s- q' uãTIT pod e m ser e >; a m i n a dos i n d i v i d u a 1 m e n t e „ Assim, o m é t o d o
c o n s i s t e  env se d i v i d i r  a e s t r u t u r a  em uma s é r i e de e l e m e n t o s  por li nha s
i m a g i n á r i a s e <: o n e c t a n d o e s t e s e 1 e m e n t o s a p e n a s n a i n t e r s e c ç ã o d e s t a s 
linhas. T a i s  i n t e r s e c ç õ e s  são c h a m a d a s  de nós, t e rm o es te  i n a p r o p r i a d o , 
p o i s  p o d e r á  c o n f u n d i r  co m as r e g i õ e s  de v i b r a ç ã o  zero, de m e s m o  nome, em 
a n á l i s e  de v i b r a ç õ e s .  A v e r s a t i l i d a d e  do m é t o d o  t a m b é m  se faz notar, 
h a j a  v i s t a  que a l é m  das f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  com os r e s p e c t i v o s  modos, 
p o d e - s e  o b t er  t a m b é m  os v a l o r e s  de t e n s ã o  e d e f o r m a ç ã o  ein c a d a  nó, onde 
as m a s s a s  são c o n c e n t r a d a s .  Isto é c o n s e g u i d o  m e d i a n t e  f o r m u l a ç ã o  
a d e q u a d a  do p r o b l e m a ,  l i d a n d o - s e  com e l e m e n t o s  t r i d i m e n s i o n a i s .  Da m e s m a  
f o r m a  que o u t r o s  m é t o d o s ,  sua p r e c i s ã o  é m u i t o  g r a n d e  nos m od os  mais
b a i x o s  e a u m e n t a  c o n f o r m e  c r e s c e  o n ú m e r o  de G.L„ A f i g u r a  A-í7 a b a i x o  
m o s t r a  a c o m p a r a ç ã o  e n t r e  a r e p r e s e n t a ç ã o  de uma vi ga  bi a p o i a d a ,  por pa- 
r âmet: r os d i scr et os e por e 1 emen t os f i n i t o s "
7^777, '777777
a ) VIGA BIAPOIADA
77777777, * ////////,
7/77777?,
77/77777,
7777777a
77777777,
b )
^W7^7
'777777,
—7777777/,----------------
F i g „ A - í  7 b ) R e p r esen t ação  d iscret a
c> R e p r e s e n t a ç ã o  por e l e m e n t o s  finitos.
--208--
0  m é t o d o  é d e s e n v o l v i d o  b a s e a d o  na a p l i c a ç ã o  das  e q u a ç õ e s  de 
L a g r a n g e  a m o d e l o s  c o n t í n u o s ,  p a s s a n d o  p e l o  M é t o d o  dos M o d o s  A s s um id os , 
c o n f o r m e  C r ai g Z27 3
6 p í - D e r i v a ç ã o  das  M a t r i z e s  de M a s s a  e de R i g i d e z s
E a s s u m i d o  que  o d e s l o c a m e n t o  de um s i s t e m a  c o n t í n u o  tem a f o r ­
ma "
H<x,t ) = 4><x>M<t > ... Eq„(A--ó5> 
onde: M(x,t> é o d e s l o c a m e n t o  c o m o  f u n ç ã o  d e p e n d e n t e  do t e m po  
(x ) é q u a l q u e r  f u n ç ã o  que d e s c r e v a  um m o v i m e n t o  
--------mHt)—é~~o d~e's“To~caiento g e n e r a l i z a d o
Tal s u p o s i ç ã o  p r o d u z  um m o d e l o  de p a r â m e t r o s  d i s c r e t o s  com í G .L „
G e n e r a l i z a n d o  p a r a  n_ 6 .L., a e q u a ç ã o  (A-65) pode ser es c ri ta s
M ( x , t ) = i <P j < x > H j < t ) i = i , 2 , . . . , n . . . Eq . ( A - 6 6  )
i =í
P a r a  um m o v i m e n t o  t r a n s v e r s a l  (flexão), c o n s i d e r e - s e  um e l e m e n t o  
de v i g a  u n i f o r m e ,  de c o m p r i m e n t o  K  d e n s i d a d e  de m a ss a p, m ó d u l o  de 
e l a s t i c i d a d e  E_, á r e a  de s e ç ã o  t r a n s v e r s a l  A e m o m e n t o  de inércia I, 
c o n f o r m e  f i g u r a  a s e g u i r "
Fig» A -18 ~ E l e m e n t o  de vi ga  s u j e i t o  à fle xão »
A s s i m ,  e s t e  e l e m e n t o  r e p r e s e n t a  um s i s t e m a  de 4 G . L ,
-(-d-esioc-aweiTt os Mi <"t > , M 3 (t ) e i ncl inações M2 (t } 0 ^ 4 <t > ) „ 
P o d e - s e ,  d e s t a  forma, e s c r e v e r  que"
i ”í
E q .< A -67)
O n d e  as f u n ç õ e s  ip;(x) s a t i s f a z e m  as c o n d i ç õ e s  de contorno:
lfi<0 ) = í „ V ' i < 0 ) = 4>i < 1 ) = 4> ' i < 1 ) = 0
ip/2 <0) =: 1 ' M>2 <®) = V 2  ^ ^ = ip'2 <l> =:: 0
4>3 ( 1 ) = 1 r M> 3  (O > ~ V ' 3  ( 0 ) ~ 43 ' ; :( 1 ) = 0
' 4 < 1 ) ~ 1 V 4 < 0 ) = V'4<0> ~ 4>4 ( 1 ) = 0
E q . < A - 6 8 )
- - 2 Í 0 -
o n d e  s
4>(0 ) e ip<l) sã o as d e f l e x õ e s  das e x t r e m i d a d e s  do e l e m e n t o  de viga?
e <f'(l) são as in c l i n a ç õ e s  das e x t r e m i d a d e s  do e l e m e n t o  de 
viga.
A s o l u ç ã o  geral da e q u a ç ã o  <A-ó7) pa r a uma viga u n i f o r m e  é um 
p o l i n ó m i o  do 32 graus
H(x) = C :1 + C /x + Cq
7  -
Eq. ÍA-69)
S u b s t i t u i n d o - s e  as c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  da e q u a ç ã o  (A- 6 8 ) na 
e q u a ç ã o  ac ima , o b t e m - s e !
Vi = i
l~J
2 M 3 
\ 'l
+ 1 /v\3
‘ f f
ip3 3 ! \ 2  _ 2 /v\3w  l / % | C - f S \ i
u  \T
1 'x\2  + l/x\3
As e x p r e s s õ e s  pa r a os c o e f i c i e n t e s  das m a t r i z e s  de m a s s a  e r i g i d e z  
são  d a d a s  por: i:27II
Elif ; ' '<x)d. . .. E q. (A -7 í)
o
/ 1
m j j " / p A(p j ( x ) «pj ( x ) d ;.c
Jo
E q .(A-72)
- 2 i í -
S u b s t i t u i n d o - s e  as d e r i v a d a s  das e q u a ç õ e s  (A-7<ò) ac ima , o b t e m - s e
EI
13
óL
S i met r i ca
•12 óL
4 L 2 --6 L. 2 L 2
12 -ÓL.
41.
. . E q .< A- 73 >
!mD - pA L 
420
156 22L 54
4L
131..
13 L - 3 L 2
S i m é t r i c a 15 6 - 221...
4 L.'”
p. E q .( A- 74 )
S e j a  a e q u a ç ã o  que d e f i n e  o m o v i m e n t o  v i b r a t ó r i o  de um s i s t e m a  sem
amoi-tr e c i  meirt o'/ ~c o n  s i (3 e r a n d o - s e v  i b r a ç õ e  s 1 i v r  e <
0 Eq ( A -75 )
;jn f o r m a  mat r ic ial s
C m 3 C x }  + LK liC x } = <ò „ E q . ( A -76)
P o r t a n t o ,  r e p o r t a n d o - s e  ao e l e m e n t o  de vi ga  a n a l i s a d o  a n t e r i o r m e n t e ,
e q u a ç ã o  que  d e f i n e  seu m o v i m e n t o  é
P AL 
420
4 L C- 13 L. •■■31..
S i m é t r i c a 15 6 •• 2 21
4 1 '■'•
/ \
”4 
^ /
EI 
i 3
í 2 6 L - 1 2 6 L
/ \ 
y'l
/ \
0
r-,4 L C- - 6 L. 2 L..
(
; ; 2
> ™ <
0
>
S i m é t r i c a 1 2 -61... >;3 0
4 L. '■ ::4 \ / 0\ /
A s s u m i n d o  q u e
x<t) -■ tf cos  wt e
f a z e n d o À “ w'-'"pAi. 4
420 EI
t e m - s e  o s e g u i n t e  p r o b l e m a  de au to v al  o r e s :
i 2 61... -• í 2 ÓL. 
4 L 2 -ÓL 2 L 2
í 2 -61.
4 L ci
Eq »(A -77)
í 56___-2 2!___ 54---
4L.2 i3 L -31...2 
S i m e t r i c a í 5 6 - 2 2 1..
41..2
4*3
:: <
/ \__ / \
w r  ®
0 
0  i 
0
E q „(A-78)
l:>elo c á l c u l o  do d e t e r m i n a n t e  acima,. e n c o n t r a - s e  os v a l o r e s  da 
f r e q ü ê n ci as  n a t u r ais d e s e j a d a s o b t i d a s a t r a v é s d a d e t e r m i n a ç ã o d a 
r a í z e s  da e q u a ç ã o  c a r a c t e r  íst ica»
6- 2 •- M a t r i z e s  de M a s s a  e de E f e i t o  G i r o s c ó p i c o  do d i s c o  de um rotor s
A p e n a s  a t í t u l o  de inform aç ão,  s e r ão  m o s t r a d a s  as m a t r i z e s  de 
m a s s a  e de e f e i t o  g i r o s c ó p i c o  do d i s co  de um rotor, h aj a v i s t a  não ser o 
e s c o p o  d e s t e  t r a b a l h o  o e n v o l v i m e n t o  do c á l c u l o  d a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  
a t r a v é s  do s e l e m e n t o s  f i n i t o s .  A d e d u ç ã o  de tais  ma tr i z e s ,  bem c o m o  a 
•aplicação e n c o n t r a m - s e  em t r a b a l h o s  p u b l i c a d o s  por Ar ch er  II 66 II, Nel so n 
e M c V a u g h  L 65 II, C h i l d s  e G r a v i s s  II 67 U , Kuhl e Boo ker  II 6 EÍ II, Tran 
II 69 II, d e n t r e  outros.,
S e j a  o d i s c o  da f i g u r a  a ba ix o:
a ) ESQUEMA DE COORDENADAS b ) FORÇAS E DESLOCAMENTOS 
E ROTAÇÃO DO ROTOR. GENERALIZADOS. 
ELEMENTO DISCRETO DE DISCO.
Fig. A - 1 9  R e p r e s e n t a ç ã o  de um d i s c o  de rotor
C o m  b a s e  na re f er enc i a L 69 1, a m a t r i z  de m a ss a CM q II e de e f e i t o  g i ro s 
c ó p i c o  CGd D do disco,, são, re s p e c t  ivamentes
:m d :i
Md 0 0 0
0 Mq  0  0
0  0 1 1) s., 0
0 0 0 ID J
... E q .(A - 7 9 )
O n d e  •>
«D  r-': m a s s a  do dis CO
*D>; m o me n t o de: inér c ia d e ma s s a com r e s p e i t o  ao
--- - --- ------ “
0 0 0 0
0 0 0 0
c g d : ::
0 0 0 -I Dy
0 0 •*-Dy 0
E m b o r a t e n h a s i d o come nt ado a n t e r io rme nte que
Eq . (A-80)
E l e m e n t o s  F i n i t o s  t a m b é m  t o r n a - s e  impreciso nos mo dos  mais  altos, 
d i g n o  de no ta  r e s s a l t a r  que a c o n v e r g ê n c i a  para os v a l o r e s  re ais da 
f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s  nos m o d o s  nrais b a i x o s  é acent uadam ent e mais rápid a 
c o n f o r m e  a t e s t a d o  por Ruhl II6 8 II „
F i n a l m e n t e ,  p a r a  um s i s t e m a  c o m p l e t o ,  a e q u a ç ã o  que  d e f i n e  o m o v i ­
m e n t o  és
C M3 d x d  C q }d xí + C 011 dxd f. q }dxí + CKIldxd (. q Jdxí == í p  :>dxl ... E q . ( A 6 i >
O n d e  s
d - n ú m e r o  de g r a u s  de l i b e r d a d e  na e q u a ç ã o  do s i s t e m a
OBS s
d - 4<n + í) y on de  n_ é o n ú m e r o  de e l e m e n t o s  f i n i t o s
C M 3 - M a t r i z  de m a s s a
CCII - M a t r i z  de a m o r t e c i m e n t o
□< 3 - M a t r i z  de r i g i d e z
£q !> - d e s l o c a m e n t o s  g e n e r a l i z a d o s
-------- Cp~}~=—fõ K ç ã s  g en era l izadas
P a r a  o c a s o  do s i s t e m a  sem a m o r t e c i m e n t o  e s u j e i t o  a v i b r a ç õ e s  
livres, a e q u a ç ã o  <A - 8 i) ficas
CM 3 dx d í q > d 1 + CKIidxd Cq > dx í - 0 „ „ „ Eq .( A~8 2)
P e r c e b e - s e  p e l o  índice d_ , a o r d e m  e x a g e r a d a  das ma tr i z e s .  E x i s t e m  
m é t o d o s  de r e d u ç ã o  da o r d e m  c o m o  por e x e m p l o  o M é t o d o  de R e d u ç ã o  de 
Gu yan II 27 .1. Tal mé to do,  po ré m,  não será  aqui a p r e s e n t a d o ,  pe las  r a z õ e s  
e x p o s t a s  anteri or me nt e.
U m a a b o r d a g e m e x celent e s o b r e  a s a p 1 i c a ç õ e s e t. e o r i a d e M é t o d o d e 
E l e m e n t o s  F i n i t o s  é d a d a  por B a t h e  C 29 3.
j ^ F - E E l x l l D I G E E  B  
D E T E R M I N A Ç Ã O  DOS  M O M E N T O S  PE IN É R C I A  DO D I S C O
í -• M o m e n t o  d e I n é r c i a  D i a m e t r a l  (Id> < ou T r a n s v e r s a l  ) '
S e j a  a r e p r e s e n t a ç ã o  e s q u e m á t i c a  do discos
V a l o r e s  c o n s i d e r a d o s :  pTj = 4500 l<g/ nr:*
p A ç o  - 7850  Kg/nr^
a > massa, da s p a l h e t a s :
sen cx í 40 ::s 0 ri53 « „ cx - 0 rí5 36 0 8 8 r d
2rr — » tt 1830 
0 , 3 0 7 2 1 7 6  —* L
2 3 i , lnim
Ai = 0 , 0 2 5 8 5  m'-'
A;;> =* (0 , 062 5 0 , 2 8 1 )/2 = 0 , 0 0 8 7 1 2 m 2 
fy: ot 0 r 0 3 4 6 3 m 2
m ” A t ot: * {- >' PT j - j 0, 77 ?2  Kg 
C o m o  sao  il p a 1 h et as s m p = 8 , 5 7 0  Kg
b) M a s s a  do c u b o  (aço)
m c u b o  “ p v “ P 17 (D 2 - d 2 ) e m c ub o 9 , 6 76  Kg
-c-)—M a s s a d o d i sc o p r i n c i p a l  ( T i t a n i o )
m .= 4 5 0 0  x  rr ( 0 , S 672 0 , 1 5 0 2 ) 0 ,0 06 m r l  i n  r: :  1 5 , 4 6 3  K g
d> M a s s a  do Anels
m anel ~ 1T x 0 ^ 3 9 7  x 0 , 0 2 0  x 0 , 0 0 5  >; 4 50 0  —> iDa n P i -- 0 , 5 6 1 2  Kg
e ) M a s s a  do cone:
ni = p V
h
3
= 70mm 
R(::t ~ 0 , 4 3 3 5 m m  
r e:;t “ 0 r 1 9 8 5 m m
c o s  a  ~ 70 0 , 2 7 5
2 4 5, 2
Ï 1 8 -
1 _  1 8 , 1 8 m m
c o sex
R j n t = 0 , 4 3 3 5 • © , 0 1 8 1 8  = <b , 415 3 m m 
r j n t = 0 ,1985 0 , 0 1 8 1 8  = 0 , 1 8 03m m
4500 x tv x 0,070 (®,43352 + 0, 1 9 8 5 2 + 0,4335 x 0,1985
-- 0 , 4 1 5S2- 0 , 1 8 0 3 2 -- 0,4153 x 0,1803)
m co n e
3
airnnp :: il >05 Kg
> H a s s a  do s 8 p a r a f u s o s  + p o r c a s  e a r r u e l a s  (Ml 6x50) ~ 1,5 Kg
g  ) M a s s a  do d i s c o  ( t o t a l ) « m (.| ~ m p + m^ p + m r + m-a JM.
Gbss A m a s s a  do d i s c o  m e d i d a  por uma ba 1 a nca d.e_P-r-ee-i-s-ãa—(-em—graivfas“)
m a r c a  " S A R T O R I U S " ,  alemã, é de 3 8 , 0 6 4  Kg
A d i f e r e n c a e n t r e o s r e s u 11 a d o s e d e v i d o a »
1) M e d i d a s  do d e s e n h o  são l i g e i r a m e n t e  inf er i or es  á p eç a real?
2 ) a e s p e s s u r a  do m at er i a l  não  é um n ú m e r o  inteiro;:
3) a m a s s a  da s o l d a  e dos " p e s o s "  de b a l a n c e a m e n t o  não f o ra m
c o n s  i d e r a d o s ,
A s s i m  sendo, c o n s i d e r a r - s e - á  a m as sa do d i s c o  igual a 38 Kg.
Q u a n d o  se tr at a r  das p a r t e s  isola da men te , h a v e r á  um acresci mo
p r o p o r c i o n a l  a c ad a uma delas,, P or ta n t o ,  as m a s s a s  f i n a i s  serão: 
( d i f e r e n ç a s 3 8 , @ 6 - 3 5 , 6 4 ~ 2 , 4 2 K g )
119-
m pa lh et  as 
m d i sc o pr i nc
inc o n e
m.anel
8 , 5 7  + (0,2 4 >; 2,42) = 9,i 5 Kg ( 0, 83i 8 Kg cad a uma)
: i 5 , 46 + ( 0 , 43 >■: 2 , 42 ) ~ 16 ,50 Kg
1 1 , 0 5  + (0,31 >: 2,42) = 11 „80 Kg
0 , 5 6 1 2  + (0,02 2,42) = 0 , 6 1 0  Kg
3 8 , 0 6  Kg
h) M a s s  a do c u b o  d e aco"
i.ibo ~r 9 , 6 / 6  Kgm p v - p it ( [)c- - d '•••) e —*
4
i) M a s s a  total do c o n j u n t o  do d i s c o  s ob re  o e i xo
=  3 8 , 0 6  (disco) +  1,5 ( p  ar a f ., ) +  9,67  ( c ub o ) — > mt . -  4 9 ,2 3 Kg
:1. =2 - M o m e n t: o d e Inerc i a D i a m e t r a l  (Id) ( o u T r a n s v e r s a 1 )
Ob s “ P ar a for mu 1 ar i o ,__v i n e i e r  e n c-i -as—lir71-3—e ~ T 7 2 .]
<x ) C u b o d o r o t: a r (aco)
[Z
25
LD
CM
OLOCNI
1_ m ( R * 2 + Rg2) 9 , 6 7 6  Kg
•cub o 0 , 0 5 6 8 5  l<gm
- 2 2 0 --
b ) D i sco Pr i nc i pa 1
i"-_toao•Sl
: 1_ m ( R j  c~ + R2 c2> 
4
d isco pr i nc . 74 82  K g m «2
c) P a l h e t a s  (11 p a l h e t a s )
S e j a  o q u a d r a n t e s
A d o t a n d o - s e  83 = 10° e s e n d o  A 8 
t e r e m o s“
E m í — * Y •[ ~ r sen 8 3
Eni 2 — » Yp - r sen
360°
ií
32,727273°
8 3 = 1 0 °
02 42,727273°
8 3  = 75,454546°
8 4  * 109, í 81820° 
95 ~ 140,909090° 
&6 = 173,636360°
-2 2 1 -
■4 Y-y :: j- Sfn
Em 10 — » Y'j 0 r sen 6 ;j0
:l!m íí — * Y-j -j :: r sen B i 1
dm :: pe d x d r
07 = 200,363640°
00 = 2 3 9 , 0 9 0 9 1 0
8 9 ” 2 7 1 , 8 1 8 1 8 0  
85 0  ~ 3 0 4 , 5 4 5 4 6 0
8 ÍS_ = 3 3 7 , 2 7 2 7 3 0
„ ” „ I' j j  L'' " s e n  ® ^  ^  ‘ p e d x d r
C 1 ) D e t e r  m i n a ç a o d o s I i m i t e  s d e i n t e g r a ç ã o  s
C á I c íí 1 o de
r
425
205,5  -
92  154,5
x
O
E I X O
E q u a ç a o  da retas
r o r l
Ü L 425 92
2 0 5 „ 5  - 425 í 5 4 , 5 - 92
0 , 28 47 r + 0 , 2 1 3 0
I '
0
0 , 2847  r + 0 , 2 1 3 0
4' r c- sen'- 0 ) pe d x d r
pe
pe (x 3 + x r 2 sen'- 0 )
0 , 2847r + 0 , 2 1 3 0
dr
Pe / n -  0 r 2 8  4 7 r + 0 , 2 1 3 0 ) 3 ...0,2847r3 s e n 2 0 + 0 , 2 1 3 0 r 2 s e n 2 B
L
0 „ 2 8 4 7 r 4 s e n 2 e + 0 , 213 0 r sen —9---,
3
Ri
- 0 , 2 8 47 r + 0 , 2 1 3 0  4  
0 , 2 8 4 7  x 12 /
I' = 4 5 0 0  x 0 , 0 0 5 0 , 2 8 4 7  s e n 2 0 < 0 , 4 2 5 4 - 0 , 2 0 5 5 4 ) +
0 , 2 1 3 0  s e n‘-B . < 0 r4 2 5 3 - 0 , 2 0 5 5 3 ) 0 , 2 8 4 7  x 0 , 4 25  + 0 , 2 1 3 0 
3 , 4 1 6 4
0 , 2 8 4 7  x 0 , 2 0 5 5  + 0 , 2 1 3 0  
3 ,• 416 4
4
I ' = 0 , 0 5 9 3 7 7 9  s e n 2 0 + 3 , 2 8 0 1 2  x 10'■3
S i.i b s t i t: u i n d o - s e o s v a lo res de G , t e r e m o s s
I \  - 5 , 0 7 0 5 8  x 1 0 3 Kg m c-
I S  - 3 0 , 6 1 6 2  x 1 0 ' "3 K g m 2
I V  = 1 4 ,9 89 7  x 1 0 3 K g m 2  
I "{:} 4 6 , 9 9 0 3  x 1 0 '” 3 Kgm'"
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I 7 3  = 58 r 9 127  x Í 0 “ 3 Kgm2
I ' 4 = 5 6 , 8 767 x 1 0~ 3 K g m 2
I 's = 2 6 , 8 8 8 6  x i0 3 K g m 2
I ' 6  = 4 ,0 09 58  x 1 0 " 3 K g m 2  
“ “ " - ^ p a l h e t a s  ” ^ i
I ' 9  = 6 2 , 5 9 8 2  x i0 ~ 3 K g m 2
I / 1 0  - 4 3 , 5 6 4 6  x i0 “ 3  K g m 2
I 'j i •- 12 , 1 4 3 0  x Í 0 ""3 K g m 2
i = 1 a 1 1
Idpal :: 0 , 3 6 2 6 6 0  Kgm'---
d ) D i sco Con i co s
P e l o  t e o r e m a  cios e i x o s  p a r a l e l o s ,  p o d e - s e  af i r mar ques
Id - ( I p / 2 ) + mh'-- 10 ,5 53  Kg (já cal c.)
h = H . R 2 + 2 R r + 3r 2 
4 R 2 + R r + r r;-
Obss Ip ~ M o m e n t o  de I n é r c i a  po lar
•P r d m
m P,
== RAe - peA
d m R d v 
:: p e d A
:: pe (2 rrr)dr m
A
:: Clm
2 rrr dr 
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dr - (jr costf
e d m m . 2 Trrdr 
A
r*- ( m / A ) 2 rrrdr ' îtrm
A cosip J  r j
c: P'S if x < R ^ * _ r <( ’ >
p a i i 4) rr < R j c--r j r- ) M 2
Ip im ( R ^ r ^ )
1 0 , 5 5 3  ( 0 , 4 2 5 2 + 0 , 2 0 5 5 2 ) Ipeon 1,17481 Kgnic-
Id = 1 , 1 7 4 8 1  + 1 0, 5 5 3  x h ‘
H
R
7 0 m m
4 3 3 , 5mm
1 9 8 , 5 m m
h = 70 ( 4 3 3 , 5 e- + 2 x 4 3 3 , 5  x 198,_5_+_3_x—l-98-r5&'>-- 
------4 ■_4 33, 5 2 4 3 3 , 5  x 198,5 i 98, S'--
'h "26,/?mm
Id = 1, 17 48 1 + 10 ,5 5 3  x (0,02670)«: Idrnn -- 0 , 59 49  Kgrn2
e ) Ane 1 c i rcul ar
2 tr
m
Id = 1 mr'
n
0 , 5 6 1 2  x 0 , 1 9 8 5 e-
Idanpl rj: 0 , 0 1 1 0 K g m f-
f ) Id t ot al "
Id^otal ~ Z Id c o m p o n e n t e s  —» I d t- n t- a I ~ 1 »■ 77 3 6 K g m f-
2  ••■ Momento  d e I n é r  c i a  P o 1 a r  < I p )
a) C u b o  do ro to r
D e v i d o  à s i m e t r i a ,  pode-se- a f i r m a r  que Xd = ;r;>
. Ip 2 1 ti = 2 K 0 , 0 5 6 8 5
b ) Disco pri n ci p a 1"
Da m e s m a  for ma , Ip - 2 Id . „ I pd is c o ~ ®r74&2 2
" “ “i ^pH i c.rnpr i nr y 496 4 Kgnic"
c ) 11:) p a 1 h e t a s
r c- d m
Report a n d o - s e  ao d e s e n h o  p a r a __ o___calcul .o— de— I-d---p-a-ï-h-et-ars-n
s i d e r a n d o - s e c a d a p a 1 h e t a i n d i v i d u a 1 m e n t e , t: e ni s e s
cl m p >; e d r 0 , 2 8 4 7 r + 0 r 2130  ( j á d e t e r m i n a d o )
r
i
J
y
r ,v- p e ( 0 r 2 8 4 7 r + 0 ,• 2 :i. 3 0 ) d r
p e ( - 0 ,• 2 3 4 7 r '::1 + 0 „ 2 i 3 0 r ) d r
4 5 0 0 x 0 x 0 0 5 0 , 2 8 4 7 r
' 0 , 4 2 5  / 0 ,4 2 5
^ ' + 0 , 2 1  3 0 r - :* /
0 T20 5 5 3 A  „2055
v 0 5 9 3 7 7 9  K g m c"
P /as í í p a l h e t a s ,  I|:, - 0 , 6 5 3 1 5  K g m 17- [
d ) Disc o c ô ni c o
Ip 1 ,17481 K g nvv" ( j á c: a ï c: u 1 a d o )
•?~CT>TÏ
e ) Anel c i r c u l a r
Ip " m r ,v' m - 0 , 5 6 1 2  Kg
i- == 0 r 19 8 5 m
. “ .í I0 = 0 , 0 2 2 1  K g m 2
f > :[p t: ot  a 1
V-. í _ _  ^  ^ ~ /’J
p t o t a 1 :: p c: o m p c> n e n t e s " " " I i:> t: o t- a | - 3 , 4 6 0 1  K g m f-
3 - I!) e t e r m i n a ç; a o d o M o m e n t o d e I n é r c i a P o 1 a r ( 11:, ) p e  1 o M é t o d o d o
P e n d u l o  T r  i f i1 a r
N e m  s e m p r e ,  d u r a n t e  u m  p r o j e t o  o u  v e r i f i c a ç ã o  d e  e l e m e n t o s  d<- 
m á q u  i n a s ,  d e p a r a - s e  c o m  p e ç  a s  d e  c o n f i g u r a  ç.3.o_-s s>-—sen-do- inetrila sc
e p r o p e n s o  a e r r o s  g r o s s e i r o s  o c á l c u l o  a n a l í t i c o  d o  m o m e n t o  dt-
i n é r c ia p o 1 a r . D i v e r s o s m é t o d o s f o r a m d e s e n v o 1 v i d o s p a r a a o b t: e n ç ã c  
p r á t i c a  d e  I , , o s  q u a i s  s ã o  l a r g a m e n t e  a p l i c a d o s  p a r a  r o t o r e s  do: 
t u r  b i n a s  ( a g á s  , h i d r  á u  1 i c a s  , et c ) ,• e n g r  e n a g e n s  , m o t  o r  e s  e 1 ét r i c o s  : 
P o 1 i a s , a c o p 1 a m e n t o s >• e t c „ 0 b j e t i v a n d o t e s t a r u m d o  s m é t o d o s : 
c o n f o r m e  r e f e r ê n c i a  II 7 3  1 , e s c o l h e u - s e  o d i s c o  d o  r o t o r  ( T i t â n i o ) ,  
c u j o  c á l c u l o  t e ó r i c o  d o  I p f oi  d e s e n v o l v i d o  a n t e r i o r m e n t e , ,
U m  a p a r e l h o  q u e  é m a i s  c o n v e n i e n t e  p a r a  u s o  r e p e t i d o  
c o m p o s t o p o r u m a p l a t a  f o r m a 1 e v e , s u p o r t a d a por' 3 f i o s  f 1 e í v e i <
i g ii a 1 m e n t e e s p a ç a d o s ( 8 i 2 O ) , c:: o n f o r m e F i g >, B — 1 4  „ A s  s i m ,• (
d i s p o s i t i v o  é d e n o m i n a d o  p ê n d u l o  tr if i l a r .  0 corpo, c u j o  m o m e n t o  de 
iné rci a d e v e r á  ser m ed id o,  é c o l o c a d o  s o b r e  a p l a t a f o r m a  com seu
c e n t r o  de g r a v i d a d e  e q u i d i s t a n t e  dos fios. 0 m o m e n t o  de inércia em
r e l a ç ã o  ao e i x o  CX é d a d o  pors
ICC == mg R‘~ r 2  £ q „ (g-i)
A TT4" 1
O n d e  m - s o m a  das m a s s a s  do c o r p o  de t e st e e da p l a t a f o r m a  C!l<gül
9 ~ a c e l e r a ç ã o  da g r a v i d a d e  s 9,8i IIm/<s
R ~ r a i o  de f i x a ç ã o  dos fi o s C m 3
r ” p e r í o d o  C s 3
1 ~ c o m p r i m e n t o  do s fios  f l e x í v e i s  C m 3
Figu B-2  - P ê n d u l o  Tr i fi l a r  
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0 m o m e n t o  de inércia da p l a t a f o r m a  é s u b t r a í d o  do r e s u l t a d o  do
t e s t e  p a r a  se o bt er o m o m e n t o  de inércia do c o r p o  qu e está  s e n d o  
me d i d o »
No  c a s o  em q u e s t ã o ,  o d i s c o  foi c o l o c a d o  s o b r e  a p l a t a f o r m a ,  
s e n d o  e s t a  c o n s t i t u í d a  por uma c h a p a  de aço c a r b o n o  de 0 950 x 3 mm, 
s u p o r t a d a  por f i o s  de " n y l o n "  de 0  i2 mm, com 1_ inicial de 6 ,6 í 5 m Uma 
v i s t a  geral do c o n j u n t o  e um d e t a l h e  do p ê n d u l o  p o d e m  ser o b s e r v a d o s  
n a s  F i g „ B~ 3 e Eí - A , r e s p e c t i v a m e n t e »
0 s u p o r t e foi f i x a d o e m u m a 1 a n ç a d e g u i n d a s t e g i r a t 6 r i o , n a 
0 f i c i na de Ca 1 der ar i_a _da _CS.N --------—---------------------
Fig. B - 3 - Vi sta  geral do
P ê n d u l o  tr if il ar
- 2 2 9 ™
F i 9 « 13-4 - Det a 1h e d a p 1 a-~ 
t a f o r n m  c/ d i s c o
0 p e r í o d o r o b t i d o  f o i a m é d i a  de 30 p e r í o d ta s c r o n o m e t r a d o s 
Co m  o o b j e t i v o  de se ''aferir" o pê nd ul o,  foi m e d i d o  o I,:) de 6 chapa' 
de a c o r c i r c u l a r e s  ijé 7 0 6 m m ,• e ~ 3mm), s u p e r p o s t a s  uma a uma,,
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As s im , os v a l o r e s  t e ó r i c o s  e p r á t i c o s  o b t i d o s  a t r a v é s  do 
P ên d a 1 o t r i f i 1 ar , en contr a m - s e  n a Tab e 1 a Eí ~ 1 , a seg u i r s
NK de 
c h a p a s
m IIK g 3 1 Cml Ip t eóri co 
II Kgm*-3
Ip Exper . 
IL'Kgnv':\]
Per íodo 
rCS3
E r r o 
%
i 9, 9 8 6 , 6 2 0 0 ,6 2 1 8 0, 782 1 4,08 2 0 , 4 9
2 1 9,9 6 6 , 6 3 5 1, 2436 1, 3804 3,81 9,9 í
3 2 9 , 9 4 6,661 1, 8653 2 , 0 3 8 2 3,66 8 , 4 8
4 3 9 , 9 2 6 , 6 7 5 2 , 4 8 7 2 2, 65 01 3,54 6 ,14
5 4 9 , 9 0 6 , 6 8 4 3 , 1 0 9 0 3 , 3 7 4 0 3,48 7 , 8 5
ó 5 9 , 9 8 6 , 7 0 9 3, 7 30 8 4 ,0 1 8 5 3, 42 7, 16
D i sco 
Exaust or 3 8 , 0 6 6 , 6 8 0 3,4601 4 , 0 1 3 8 3, 99 1 3, 79
P 1 at af or ma 2 1  , 2 0 6 , 6 1 5 3 , 1 9 6 9 3,2501 4, 44 1,6
T a b e l a  B-í - V a l o r e s  C o m p a r a t i v o s  I p t e o r i c o  x :[p p ê n d u l o  T ri fi lar
: [P c h a p a s  i/2mR*
:P p  1 a t  =  1 /  6  
x := 1 a d o d o « u a d r a d o
3--Í - C o m e n t á r i o s  s o b r e  os e r r o s  e n c o n t r a d o  e r e c o m e n d a ç õ e s « 
a) 0 fio f l e x í v e l  u t i l i z a d o  (“"nylon", jé i2 mm) não a p r e s e n t o u
c o m p o r t a m e n t o 1 i n e a r q u a n d o d a s u p  e r p o s. i ç ã o d as- c h a p a s  (o b s e r v e o s
c o m p r i m e n t o s  pa ra  os c a s o s  co m 4 c h a p a s  e o d i s c o  do exaustor),, D e v e -
se, as sim , u t i l i z a r  fi os  que a s s o c i e m  p r o p r i e d a d e s  de alta
r e s i s t ê n c i a  à t r a ç ã o  e b a i x a  r e s i s t ê n c i a  à torçã o, e v i t a n d o  e r r o s
g r o s s e i r o s »  C o r d a s  de c â n h am o,  para  est e caso, d a r i a m  m e l h o r e s  
r esult a d o s  „
b> C o n f o r m e  W. Ker  W i l s o n  C 74 ], o p e r í o d o  ideal pa ra  se obter e r r o s  
da o r d e m  de 3% s i t u a - s e  na f a i x a  de 2 a 3 s eg u n d o s »  Par a isso, o 
c o m p r i m e n t o  a d o t a d o  d e v e r i a  ser aumentado,, Assim, r e c o m e n d a - s e  pre ve r 
um e x c e s s o  no c o m p r i m e n t o  do fio, até que o p e r í o d o  a ti n j a  a f a ix a 
idealy
c) a p l a t a f o r m a  c o n s t r u í d a  d e v e  ser c o m p at ív e l com o t a m a n h o  da peça, 
em t e r m o s  de ma ssa . Q u a n t o  m e no r a ma ssa  da peça  em r e l a ç ã o  à 
p 1 at afor ma , ma i or a i mpr ec i são ?
d) a p l a t a f o r m a  d e v e r á  es tar p e r f e i t a m e n t e  ni ve l a d a ,  g a r a n t i n d o - s e  
qu e os 3 f i o s  t e n h a m  o m e s m o  c o m p r i m e n t o  1. C a s o  c o n t r á r i o ,  o p e r í o d o  
üíeFá a f e t a d o  g r a n d e m e n t e ?
e) a p ó s  a c o l o c a ç ã o  da pe ç a na p l a t a f o r m a ,  o c o m p r i m e n t o  1 de ve r á  ser 
m e d i d o  n o v a m e n t e ?
f> as p e ç a s  e s c o l h i d a s  p a r a  v e r i f i c a ç ã o  do p ê n d u l o  d e v e r ã o  ter 
c o n f o r m a ç ã o s i m p ie s , c a 1 c u 1 a n d o ~ s e m e d i a n t e f o r m u 1 á r i o d i s p o n í v e 1 e rn 
1 i v r o s  de Fí s i c a ?
g) um e r r o  de Í3%, c o n f o r m e  e n c o n t r a d o  para o disco, não a f e t a r á  
sen s i v e l m e n t e  o c á 1 c u i o d a s  fr eqüên ci as  n at ur ais, c on for  me v e r - s e - á  
o p o r t u n a m e n t e .  Isto  se d e v e  ao fa to  de l e v a r - s e  em c o n t a  a p e n a s
v i b r a ç õ e s  de fle x ão » P a r a  o ca so  de v i b r a ç õ e s  torci ona  is, este  erro 
P o de r ia c o mp r o m e t e r o c á 1c u 1 o ?
h) um m o d e l o  u t i l i z a d o  em l a b o r a t ó r i o  ( 1  == í,5m, par a m a s s a s  em t o rn o 
de i K g ) , com  fio " C o d o r n e t ", o b t e v e  p r e c i s ã o  da o r d e m  de 2%» Com 
f i o s  de c o b r e  o erro a t i n g i u  m a i s  de 2 0 %;
i > v e r i f i c a - s e  p e i a  T a b e l a  i-3 í qu e o maior grau de p r e c i s ã o  foi 
o I:) t i d o c o m a p 1 a t a f o r m a v a z i a , e m b o r a o per í o d o f o s s e d e 4,4 4 s „ C o m 
c a r r e g a m e n t o ,  a me lho r s i t u a ç ã o  o c o r r e u  q u a n d o  a m a s s a  da peça era em 
t o r n o  do d o b r o  da m a s s a  da p l a t a f o r m a «  ssto, porém, não  se con stitui 
r e g r a , h a j a v i s t a q u e , v a r i a n d o - s e 1_, o s r e s u 1 1 a d o s s e r ã o d i f e r e n t e s » 
0 —a-I oirga nre rr t cr “ n a <5 TTne a r d a c o r d a de " n y 1 o n " p r e j u d i c o u a o b t e n ç ã o d e 
c o n c 1 u s o e s  d i f i n i t ivas ?
j> o m é t o d o  po d e ser u t i l i z a d o  sem a p l a t a f o r m a  (caso de t u r b i n a s  
h i d r á u l i c a s  do? v á r i a s  t o n e l a d a s ) «
APENDICE C
F L U X 0 6 R A M A S  P A R A  D E T E R M I N A Ç Ã O  D A S  F R E Q Ü Ê N C I A S  N A T U R A I S
C o n f o r m e  d e s c r i t o  s u c i n t a m e n t e  no A p ê n d i c e  A, o m é t o d o  foi
u t i1 izado m e d i a n t e  e l a b o r a ç a o  de p r o g r a m a  para  m i c r o c o m p u t a d o r  
(PC-í 500RP--SHARP ) , o b e d e c e n d o  ao s e g u i n t e  f 1 uxogr ama s
( INÍCIO )
ENTRADA DE DADOS 
M(1) o M(6)
L(1) a L(7)
I
[m]—MATRIZ’DE‘INÉRaA 
[a] MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
1* MATRIZ DINAMICA 
[0]j=[m] [a]
PROBLEMA DE AUTOVALORES 
[D]1lpi)n=XÍ0i]n
1* AUTOyETOR TENTATIVA E 
UNITÁRIO
3 i=1 a 6
I
NORMAUZAÇAO
LÍ P ' I i=1 a 6
IMPRIMIR
( M i=1 a 6
INICIO DO PROCESSO 
ITERATIVO
Ai1sif&l2 i=1 a 6
NORMAUZAÇÃO
N |
CONTINUAR PROCESSO ITERATIVO 
ATÉ ENCONTRAR 
Xn=1a AUTOVALOR-»1*FN 
|0if =1*AUT0VET0R— 1°M0- 
n+1 DO DE VIBRAÇÃO
DETERMINAÇÃO DO 2aAUT0VA- 
LOR E AUTOVETOR
EXPURGAR 1* AUTOVETOR DO 2« 
(ORTOGON ALIDADE)
tml ÍPiln+r0
EQUAÇÃO DE VÍNCULOS
#,=-( E xfi)
1 i=2
\ 2=1*AUTOVALOR 
{0if3=1*-AUTOVETO!
__________ S Z _______
1» MATRIZ DE VARRIMENTO
0 - x 2 - x 3 ..... - x 6
0 1. 0 .. 0• « •
0 0 ......1
I
NOVA MATRIZ DINÂMICA
[ d]2= [ d] 1[ s O ) ]
I
ARBITRAR NOVO VETOR TEN­
TATIVA
iPi=0}* i=1 a 5 ÍJ?6=-1|;
2
PROBLEMA DE AUTOVALORES 
[D]2ÍPiln=X>^in i=1 ° 6
PROCESSO ITERATIVO IDÊNTICO 
AO EXECUTADO PARA 1* AUTO­
VALOR ^ E _AU TOVETOR------------
* ’ = í0 i} *  1*1 a 6
IMPRIMIR 
/X n = 2»  AUTOVALOR —  2*FN,
ln+ 1= 2 ÂAUT0VET0R— 2*  ‘MODO DE VIBRAÇÃO
DETERMINAÇAO DO 32 AUTO­
VALOR E AUTOVALOR
2»M ATRIZ DE VARRIMENTO
0 0 z3 ............ z6
f s M > o 0 1 , ‘l
• o • o • o
ô ó d.....
NOVA MATRIZ DINÂMICA
[D]j=[0],[s(2)]
I
ARBITRAR NOVO VETOR TEN­
TATIVA
íj2M ]}*i=1 a 5
PROBLEMA DE AUTOVALORES
[ o m - x - w i n
PROCESSO ITERATIVO IDÊNTICO 
AO EXECUTADO PARA O 1* E 
2*AUT0VAL0RES E AUTOYETO- 
RES
EXPURGAR V I  2*AUTOVETORES 
DO S(ORTOGONAUDADE)
ysiST[m]t(r.^ +1=o 
W Í M V C , - »
[
IMPRIMIR 
/A. n = 3*  AUTOVALOR—-3 â fN  
Í*Í.i=3*AUTOVETOR — 3 * /  MODO DE VIBRAÇÃO
c F I M
Fig„ C „ í -- F l u x o g r a m a  pa r a o b t e n ç ã o  das 3 p r i m e i r a s  f r eq ü
n a t u r a i s  com  os r e s p e c t i v o s  m o d os  de v i b r a ç ã o  ( 6  GL) 
M é t „ I t e r »  M a t r i c i a l .
- 2 3 5 -
C INÍCIO )
ENTRADA DE DADOS
M(1) a M(N)
L(1) o L(N+1)
=  MATRIZ DE CAMPO 
MATRIZ DE PONTO
{Zj =  VETOR DE ESTADO
^i+1 P|
r i g * C- 2 ~ Fluxograraa p / o b t e n ç ã o  das FN, M a t r i z e s  de T r a n s f e r e m ;  i
Fig. C-3 - F l u x o g r a m a  p a r a  o b t e n ç ã o  das  FN M é t o d o  do D e t e r m i n a n t e  
Caract er í st i co
-237- -
F i <3 « C- 4 - F l u x o g r a m a  par a o b t e n ç ã o  da ÍS FN (F un d a m e n t a l ) »  
M é t o d o  de D u n k e r l e y .
- 2 3 8 -
F 1 uxogrania para  o b t e n ç ã o  da ífi FN (F u n d a m e n t a l ) ,  
M é t o d o d e R a y 1 e j g h
-239-
R E F E R E N C I A S  B I B L I O G R Á F I C A S
C i 3-Rao, S.S " M e c h a n i c a l  V i b r a t i o n s
A d d i s o n  - W e s l e y  P u b l i s h i n g  C om p a n y  -- 1986
II 2 II _ D i mar og on a s , A.D. & "An a 1 y t i c a 1 Met hod s i n R ot or
P a i p et: i s , S . A D y n a m i c s "  - A p pl ie d S c i e n c e
P u b l i s h e r s  - 1983
II 3 II -■ SKF  -- C a t á l o g o  Geral - 3.,000 PB - 1977
[I 4 II - NSK - R o l a m e n t o  de E s f e r a s  e de R o l o s  - Pub. n 2 2103  •• 1979
C 5 3 - N T N  - Bali and R ol l e r  B e a r i n g s  - C a t á l o g o  nS 2 00 1- 11  - 1976
II 6 3 - FAG  P r o g r a m a  S t a n d a r d  FAG -- C a t á l o g o  4 1 5 0 0 - S A  - 1977
II 7 3 -■ " V e n t i l a d o r e s  I n d u s t r i a i s  - A s p e c t o s  G e r a i s  e E m i s s ã o  de 
R u í d o s "  - C a t á l o g o  G E M A  - 1976
II 8  3 - N e p o m u c e n o ,  L. „ X . " M a n u t e n ç ã o  P r e d i t i v a  em I n s t a l a ç õ e s  
Industriais'"
E d . E dg a r d  B l ü c h e r  L t d a  - 1985
II 9 3 - E s p í n d o l a ,  J.J. - P h . D  A p o s t i l a  " S i s t e m a s  M e c â n i c o s  com um 
G r a u  de L i b e r d a d e "  ,UFSC - 1985
II 10 3 - Den H ar tog , J „ P . " M e c h a n i c a l  V i b r a t i o n s "
D o v e r  P u b l i c a t i o n s ,  Inc. - New York - 
1984
II 11 3 - M e i r o v i t c h ,  L. " A n a l y t i c a l  M e t h o d s  in V i b r a t i o n s "
The Mem il lan C o m p a n y  - New York 1967
Roark, R » J " F o r m u l a s  for St r e s s  and St ra i n 
M c G r a w  Hill Book C o m p a n y  -- 1954
II 13 II - Tse, F . S . ï 
M orse, I.E 
a n cl H i n k 1 e , R « T
" M e c h a n i c a l  V i b r a t i o n s  - The o ry  and 
A p 1 i cat i ons"
2nd Ed. - Allyn and Bacon, Inc. 1978 
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i: í 6 :j
r: 17 :i 
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í: 2 i
r; 2 2  :]
i: 14 3 - Pest e l , E .C . & 
Leek ie, F .A .
- Green, R.B.
- Ya n a b e ,  S and 
T a n m r a ,  A.
- Rugg ier i , G . e
Vai 1 at t a , A .
- N o n a m i , K »
- Y an ab e,  S.
- Rao, J.S.
-• M y k l e s t a d ,  N.O.
- T h o m so n,  W.T.
" M a t r i x  M e t h o d s  in E l a s t o m e c h a n i c s "  
M c G r a w - H i l l  Book C o m p a n y  Inc. 1963
" G y r o s c o p i c  E f f e c t s  on the Critical 
S p e e d s  of F l e x i b l e  R o t o r s "
T r a n s a c t i o n s  of the ASME, v o l . 70 
Jo u rna l of A p p l i e d  M e c h a n i c s  Dec em be r
- 1948  - pag. 369-376
" V i b r a t i o n  of a Shaft P a s s i n g  Th ro ugh  a 
Cr i t i cal Sp ee d "
1st Report - E x p e r i m e n t s  and Num erical 
Sol ut i ons
B u l l e t i n  of the JSMÈ - vol. 14 n 2 76- 
1971 - pag. 1050 a 1058
"L. " E f f e t t o  G i r o s c o p i c o  Nel P a s s a g i o  Dei 
Rotori Per la V e l o c i t á  C r i t i c a "
I n g e g n e r i a  M e c c a n i c a  n 2 1 - 1972 - pag 
41 a 47
" R e s p o n s e  in Pa s s i n g  T h r o u g h  Critical 
S pe ed of A r b i t r a r i l y  D i s t r i b u t e d  
F 1 ex i b 1e Rotor Sy st ent"
P a r t . 2 Ca s e with G y r o s c o p i c  Effect 
B u l l e t i n  of the JSME, v o l . 26- n 2 217 - 
J u 1y - 1 9 8 3  - p a g . 1 2 0 5 - 1 2 1 2
" V i b r a t i o n  of a Shaft: Pa s s i n g  Thro ugh  
a Cri ti ca l Sp eed - 4th Report - "Effect: 
o f G y r o s c o pic: Mo men t "
B u l l e t i n  of the JSME, v o l . 23 - n2 180 
Ju ne  - 1 9 8 0  - pag. 9 4 5 - 9 5 2
"R o to r D y n a m i c s "
W i1ey East er n Li m i t e d  - 1983
" Vi b r at i on An a 1y s i s"
1st Ed. M c G r a w - H i l l  Book Com pa ny , Inc
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" T e o r i a  da V i b r a ç ã o  co m A p l i c a ç õ e s  Ed.
I n t e r c i ê n c i a  - Rio de J a n e i r o  - 1978
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C a p »2»? of " D y n a m i c s  of R o t o r s  - 
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An Int r oduct i on
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pag. 8 8 1 - 8 8 6
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